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RESUME. A tout graphe on peut associer un polyndme 1ié aux arbres couvrants, et ainsi
définir une variété qui a de I’'importance en physique théorique. Dans ce mémoire on dé-
montre le théoreme de Belkale-Brosnan, selon lequel les classes de telles variétés sont
assez génériques dans I’anneau de Grothendieck, contrairement a une conjecture anté-
rieure de Kontsevich disant qu’une telle variété a toujours une fonction de comptage
polynomiale.
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1. INTRODUCTION : UNE CONJECTURE DE KONTSEVICH

Dans ce mémoire on se propose d’étudier une conjecture de Kontsevich en 1997. Cette
conjecture, qui a pour origine 1I’étude des amplitudes de Feynman en physique théorique,
prédit la nature arithmétique d’une classe de variétés, appelées hypersurfaces de graphes,
qui sont, comme le nom I’indique, définies a partir des graphes. Par conséquent, dans tout
le mémoire on se place dans le cadre de géométrie algébrique, et on travaillera pas mal sur
la théorie de graphes. Mais comme on le verra, I’étude en profondeur de cette conjecture
a aussi recours a d’autres domaines de mathématiques tels que la théorie des matroides en
combinatoire et I’algebre linéaire des matrices. Le vrai contexte derriere cette conjecture
est la théorie de motifs, dont la connaissance reste relativement limitée malgré de forts
progres récents.

1.1. Enoncé de la conjecture.
Dans un premier temps on donne les éléments nécessaires pour pouvoir énoncer la
conjecture de Kontsevich.

Notations 1.1. Si £ est un ensemble fini, on note # F le cardinal de £ et P(F) I’ensemble
des parties de F. Si S est un sous-ensemble de F, on note £\ S le complémentaire de .S
dans F.

Si E est un ensemble et V' est un ensemble fini, on note £V 1’ensemble £ 2 la puissance
V.

On note Q I’ensemble des entiers naturels de la forme p” ou p est un nombre premier
etr € N;.Sig € Q, onnote I, le corps fini de cardinal g.

L’objet essentiel en géométrie algébrique est les polyndmes. La conjecture de Kont-
sevich fait intervenir de maniere tres importante le polyndme suivant, défini a partir des
graphes :

Définition 1.2. Soit G un graphe fini. Pour toute aréte e de G, notons . une variable
formelle. On définit le polynéome Pg par la formule

PGIZHJ%

T e¢T
ou la sommation porte sur ’ensemble des arbres couvrants de G.

Historiquement, le polyndme P apparut pour la premiere fois dans I’étude des circuits
électriques dans le 19ieme siecle, et porte le nom polynome de Kirchhoff. On démontrera
le célebre théoreme de Kirchhoff (voir la Section 3.1), selon lequel ce polyndome Py est
égal au déterminant d’une matrice symétrique.
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Notons que si le graphe GG n’est pas connexe, on a P; = 0 car il n’y a pas d’arbres
couvrants ; dans le cas contraire P est un polyndme homogene de degré égal au premier
nombre de Betti du graphe G.' On étudiera plus en détail la théorie des graphes dans la
Section 2.1.

On définit V' (Pg) comme le schéma des zéros de P sur Z, qui est une hypersurface
dans AF. On définit également Yo = AP \ V(P5) comme son complémentaire, qui est le
lieu ou le polyndéme Py ne s’annule pas.

Une autre notion qui intervient dans la conjecture de Kontsevich est la fonction de
comptage d’un schéma et la dénombrabilité polynomiale :

Définition 1.3. Soit X un schéma de type fini sur Z. On note | X| la fonction Q@ — N
définie par ¢ — #X(F,). C’est la fonction de comptage du schéma X, qui compte les
nombres de points de X sur les différents corps finis.

On dit qu’un schéma X est polynomialement dénombrable si |X| est une fonction
polynomiale dans 7[q).*

Dans la littérature on trouve beaucoup de discussions sur la fonction de comptage, par
exemple les célebres conjectures de Weil. En général, un schéma est rarement polyno-
mialement dénombrable, comme on en discutera dans la Section 7.2. Ce qu’affirme la
conjecture de Kontsevich, c’est que les schémas Y appartiennent toujours a cette petite
classe des schémas polynomialement dénombrables :

Conjecture 1.4 (Kontsevich). Pour tout graphe G, le schéma Y est polynomialement
dénombrable.

Exemple 1.5. Si le graphe G est un cycle de longueur n, alors P; = > . @, donc
V(Pg) est un hyperplan dans A" isomorphe a2 A"~!. On a alors |[Yg| = ¢" — ¢" ! est
polynomiale.

On sait que |Yg |+ |V (Pg)| = |AP| = ¢#%. Donc de fagon équivalente, cette conjecture
affirme que tous les V' (Pg) sont polynomialement dénombrables.

Cette conjecture est vérifiée pour un certain nombre de graphes : par exemple, dans
[Stembridge] on vérifie qu’elle est vraie pour tous les graphes avec moins de 12 arétes.
Cependant, dans ce mémoire on démontrera qu’elle est totalement fausse, en suivant
[Belkale-Brosnan2] : on montre que la fonction de comptage des schémas Y sont as-
sez génériques, dans le sens qu’on va expliquer maintenant.

Afin de travailler avec les fonctions de comptage, on se place d’abord dans le cadre de
motifs combinatoires suivant :

1. Chez différents auteurs on a d’autres conventions possibles, par exemple pour un graphe G non
connexe en regardant le produit des P ot G’ parcourt I’ensemble des composantes connexes de G. Quoi-
qu’il en soit cela change peu notre intérét principal car on peut facilement se ramener aux graphes connexes
simples.

2. Stanley déduit des conjecture de Weil le fait suivant : une fonction de la forme | X | est dans QJg] si
et seulement si elle est dans Z[g], et donc on ne distingue pas Q]g] et Z[q] ici. Voir [Stanley2], Proposition
2.2.
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Définition 1.6. On définit R comme la localisation de ’anneau 7Z|q) par rapport aux
éléments q et les ¢° — 1, k > 1.° On définit S comme I’ensemble des éléments de R. de la
forme q*(q — 1)* -+ (¢" — 1), avec a; € Z, qui sont inversibles dans R.

On définit CMot comme le R-module engendré par les fonctions de comptage | X|,
ou X parcourt les schémas de type fini sur 7. Les éléments de CMot sont des fonctions
Q — Q. C’est aussi une R-algebre, dont la multiplication est définie par le produit fibré
| X| Y] = |X x Y| et dont |Spec Z| = 1 est I'unité. On U’appelle I’anneau des motifs
combinatoires.

Dans CMot, on définit CGraphs comme le sous-R-module engendré par les fonc-
tions de la forme |Yg|.

Le but principal de ce mémoire est la démonstration du théoreme suivant :

Théoreme 1.7 (Berkale-Brosnan). On a [’égalité CGraphs = CMot.
Autrement dit, pour tout schéma de type fini X, il existe des graphes G.,--- ,Gx et

o; € R tels que
N

X =Y ol
i=1
Il résulte alors du Théoreme 1.7 que la Conjecture 1.4 de Kontsevich est fausse. En
effet, si elle était vraie, toute fonction de comptage |X | serait une fraction rationnelle, et
on en déduit qu’elle est polynomiale car elle est a valeurs dans Z. Or le comportement
d’une fonction de comptage peut étre loin d’étre polynomiale, avec des contre-exemples
bien connus, dont on parlera plus tard dans la Section 7.2, d’ol une contradiction.
Malheureusement cette égalité qualitative ne permet pas encore de trouver un graphe
explicite qui est un contre-exemple. On discutera sur cet aspect dans la Section 7.1. No-
tons que d’apres ’article plus récent [Brown-Schnetz], on sait établir un contre-exemple
exemple explicite par la théorie du co-invariant, dont la méthode est différente avec le
Théoreme 1.7.

1.2. Reformulation de la conjecture.

On esquisse maintenant les grandes étapes de la démonstration du Théoréeme 1.7. Dans
les deux premieres sections du Chapitre 2 on établit le cadre de géométrie algébrique et
de théorie de graphes dans lequel on va travailler.

La premiere étape est de construire un sous-module CGraphs, dans CGraphs et se
ramener aux schémas de matrices, d’apres les travaux de Stanley. On définit un polyndme
Qc, quiestdual a Py :

Définition 1.8. Soit G un graphe fini, dont I’ensemble des sommets est V = V(G) et
I’ensemble des arétes est E = E(G). On définit le polynome Q)¢ par la formule

QGIZH%;

T x€T
ou la sommation porte sur ’ensemble des arbres couvrant de G.

3. Inverser les éléments q et les g™ — 1c’est de rendre inversibles les fonctions de comptage des schémas
GL,, (voir la Proposition 2.42 plus bas), ce qui est un choix naturel.
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On définit également V (QQg) comme le schéma des zéros de Q¢ sur Z, qui est une
hypersurface dans A¥, et X¢ = AP — V (Qg) son complémentaire.

D’une premire vue, on a automatiquement la relation Pg(z) = Qg(2) [], z.. Mais
on ne sait pas dire plus sur le lien entre les schémas X et Y, ni sur leurs fonctions de
comptage. Le point clé est de regarder le module engendré par la fonction de comptage
de tous les graphes, au lieu de regarder un graphe particulier. On a la proposition suivante
(voir la Section 2.3), qui relie le module de tous les | X | avec celui de tous les |Y¢| :

Proposition 1.9. Le sous-R-module de CMot engendré par les fonctions de la forme
| X¢| est égal a CGraphs.

Donc au niveau du module de tous les graphes, regarder les | X | ou les |Y| c’est la
méme chose. Et alors la Conjecture 1.4 est équivalente a la conjecture suivante :

Conjecture 1.10. Pour tout graphe G, le schéma X g est polynomialement dénombrable.

On peut alors travailler avec les X a la place des Y, sans perte de généralité. D apres
la remarque de Stanley, on pourra s’intérsser a un autre type de schémas liés aux graphes
simples : soit G un graphe simple dont I’ensemble des sommets est {vy,--- ,v,}. On
définit Z2 comme le schéma des n x n matrices symétriques non dégénérées telles M;; =
0 des que @ # j et que v; n’est pas connecté 2 v;. Le lien entre les X et les Z¢ est
expliqué par le résultat suivant (voir la Section 3.1) :

Proposition 1.11. Soit G un graphe simple. On note G* le graphe obtenu en rajoutant
un sommet a G, qui est connecté a tous les sommets de G. Alors on a un isomorphisme
Xg* ~ ng

Donc si la Conjecture 1.10 était vraie, elle impliquerait la conjecture suivante sur la
dénombrabilité polynomiale :

Conjecture 1.12 (Stembridge). Pour tout graphe simple G, le schéma Z2, est polynomia-
lement dénombrable.

Cette conjecture est vérifiée par exemple pour les complémentaires des foréts (voir
[Belkale-Brosnan2], Corollary 11.2). Mais on montrera qu’elle est fausse aussi. Notons
que lorsque le graphe GG n’est pas connexe, les Conjectures 1.4 et 1.10 sont trivialement
vraies, tandis que la Conjecture 1.12 ne 1’est pas, car un graphe de la forme G* est toujours
connexe.

On ne va pas travailler directement avec les schémas Z2 : si G est un graphe simple, on
va plut6t s’intéresser a G°, complémentaire de G, a la place de G, en posant Zg = Z.
Explicitement, si I’ensemble des sommets de G est {vy,--- , v, }, alors Z est le schéma
qui représente les n X n matrices symétriques non dégénérées telles M;; = 0 des que
i # j et que v; est connecté a v;. On considere le module engendré par les fonctions de
comptage des schémas Z suivant :

Définition 1.13. On définit CGraphs, comme le sous-R-module de CMot engendré
par les fonctions de la forme | Z¢| pour G graphe simple.
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D’apres la Proposition 1.11, on a un isomorphisme Zg ~ X o)+, et donc on a I'inclu-
sion CGraphs, C CGraphs. On a donc un sous-module de CGraphs engendrés par
les fonctions de comptage d’une famille de schémas de matrices.

Pour continuer on aura recours a la théorie des matroides : le matroide est une notion
combinatoire, qui généralise la notion de dépendance linéaire dans un espace vectoriel en
algebre linéaire. A tout matroide on peut associer une famille de schémas de représen-
tations de ce matroide, et on définit CMatroids comme le sous-R-module de CMot
engendré par les fonctions de comptage de ces schémas. L’intérét de travailler avec ces
objets est expliqué par le résultat suivant :

Proposition 1.14. On a une inclusion CMatroids C CGraphs,.

Ce résultat est crucial dans la preuve du Théoréme 1.7. Dans le Chapitre 4 on définit les
schémas d’incidence, qui jouent un rdle d’intermédiaire entre les matroides et les sché-
mas Zq. Des deux cotés on se servira de deux types de récurrences différentes : d’une
part par les propriétés combinatoires des matroides, et d’autre part par les opérations sur
les graphes. On montre d’abord, par des méthodes de stratification, que les fonctions de
comptage de ces schémas d’incidence sont combinaisons linéaires de celles des Z. En-
suite dans la Chapitre 5 on travaille sur 1’aspect matroidal, et montre que les classes de
schémas de représentations des matroides sont engendrées par celles des schémas d’inci-
dence dans CMot.

En résumé, on obtient ainsi une suite d’emboitements CMatroids C CGraphs, C
CGraphs € CMot. Mais par une méthode indépendante, on sait d’autre part que les
schémas de représentations des matroides sont génériques dans CMot, avec le théoreme
suivant :

Théoreéme 1.15. On a I’égalité CMatroids = CMot.

On verra sa démonstration dans le Chapitre 6, qui découle du théoréme d’universalité
de Mnév. Avec le Théoreme 1.15 on a ainsi démontré le Théoréme 1.7, et enfin dans le
Chapitre 7 on discutera sur quelques questions autour de la Conjecture de Kontsevich et
du Théoreme 1.7.

2. LA GEOMETRIE ALGEBRIQUE LIEE A LA THEORIE DE GRAPHES

2.1. Sur la théorie des graphes.

Dans ce mémoire, un graphe est toujours fini, éventuellement avec des arétes multiples.
Si G est un graphe, on note toujours G = (V(G), E(G)), ou V(G) est I’ensemble des
sommets de G et F(G) est I’ensemble des arétes de GG. A priori les graphes sont non
orientés, mais dans la démonstration du Théoreme de Kirchhoff les orientations jouent un
certain role.

On identifie les graphes avec leurs réalisations géométriques, ce qui permet de voir les
graphes comme des complexes simpliciaux et de parler des nombres de Betti b;(G) d’un
graphe G.

Si G est un graphe, un sous-graphe de G est un graphe H tel que V(H) C V(G) et
E(H) C E(G).
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Si G est un graphe et S C E(G), on définit la différence G — S comme le graphe
(V(G), E(G) \ S). Si H est un sous-graphe de G, onnote G — H = G — E(H).

Une boucle est une aréte dont les deux sommets coincident. Un graphe simple est un
graphe sans aréte multiple et sans boucle. Un graphe discret est un graphe dont I’ensemble
des arétes est vide.

Le degré d’un sommet est le nombre d’arétes passant par ce sommet, compté avec
multiplicités. * Une feuille est un sommet de degré 1. Un apex est un sommet qui relié a
tous les autres sommets.

SiG = (V(G),E(G))et H = (V(H), E(H)) sont deux graphes, la réunion disjointe
de G et H estle graphe (V(G) IV (H), E(G) 1 E(H)).

Remarque 2.1. Via un lemme élémentaire, pour traiter les polynémes P et (), on peut
se restreindre aux graphes connexes simples dont tout sommet est de degré au moins 3
(voir par exemple [Brown-Schnetz], Lemma 16). Par ailleurs, les graphes susceptibles
d’avoir une interprétation en physique sont étudiés par la théorie ¢*, que 1’on ne discute
pas ici.

On introduit quelques opérations sur les graphes :

Définition 2.2. Soit G un graphe. On note G* le graphe obtenu en y ajoutant un sommet
a G et une aréte reliant ce sommet avec chaque sommet de G, i.e. en ajoutant un apex a
G.

On note DG le graphe obtenu en y ajoutant un nouveau sommet a G sans y ajouter
d’arétes.

Si G est un graphe simple a n sommets, G est contenu dans le graphe complet K,,. On
note alors G° = K,, — G le complémentaire de G.

Remarque 2.3. Ces opérations vérifie les relations suivantes : si GG est un graphe et S C
E(G),ona (G — 8)* = G* — S; si G est un graphe simple, on a (G°)* = (DG)°.

On rappelle aussi la notion de cycles et d’arbres :

Définition 2.4. Un cycle de longueur n est un graphe C'tel que V(C') = {vy,--- ,v,} et
E(C) = {(v1,v2), (v2,v3), -+, (Un_1,0n), (Un,v1)}. Si G est un graphe, un cycle de G
est un sous-graphe de G qui est un cycle.

Une forét est un graphe qui ne contient aucun cycle, i.e. si bj(G) = 0. Un arbre est
une forét qui est connexe, i.e. si by(G) = 0 et bo(G) = 1. Une forét est nécessairement un
graphe simple, et ses composantes connexes sont des arbres.

Soit G un graphe. Une forét couvrante de G est un sous-graphe H de G qui est une
forét et qui a les mémes sommets que G. Une forét couvrante de G est un arbre si et
seulement si G est connexe, et dans ce cas on parle d’un arbre couvrant de G. Il est bien
connu que tout graphe connexe possede un arbre couvrant.

On a le lemme suivant, qui caractérise les arbres par la relation entre le nombre de
sommets et le nombre d’arétes :

4. Par convention, en calculant le degré d’un sommet, on ne tient pas compte des boucles. Cette conven-
tion est cohérente avec le fait que les boucles ne contribuent pas aux arbres couvrants.
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Lemme 2.5. Soit G un graphe a n sommets et n— 1 arétes. Alors soit G contient un cycle,
soit G est un arbre.

Démonstration. D’apres la formule d’Euler, on a I’égalité by(G) — b1(G) = x(G) =
#V —H#E = 1.
Si le graphe G est connexe, on a by(G) = 1 et donc b, (G) = 0, i.e. le graphe G est un
arbre.
Si le graphe GG n’est pas connexe, on a de méme by(G) > 1 et donc b;(G) > 0, i.e. le
graphe (G contient un cycle.
U

Lemme 2.6. Soient G un graphe connexe et S un sous-graphe de G. Alors S est contenu
dans un arbre couvrant de G si et seulement si S est une forét.

Démonstration. Un sous-graphe d’un arbre est une forét, ce qui montre le sens direct.

Réciproquement, supposons que .S est une forét. On peut supposer V(S) = V(G),
quitte a regarder le sous-graphe (V' (G), E(S)) de G, qui est une forét et qui contient S.

Si S est connexe, c’est déja un arbre couvrant de GG, il n’y a rien a faire.

Si S n’est pas connexe, on va montrer qu’il existe une aréte e dans G telle que le graphe
S U{e} reste une forét. En effet, soient A et B deux composantes connexes de S. Comme
le graphe G est connexe, il existe un chemin d’arétes dans G reliant A et B. Soit ¢ un tel
chemin de longueur minimale, et soit e la premicre aréte (le premier pas) de c en partant
de A. On vérifie facilement que 1’aréte e convient. Et alors en répétant ce procédé, on finit
par tomber sur le cas S connexe, ce qui est déja résolu.

g

Définition 2.7. Soit G un graphe et S un sous-graphe de G. On définit le graphe quotient
G /S comme le graphe obtenu en identifiant dans G chaque composante connexe de S a
un point.

Exemple 2.8. Si on quotiente un triangle par I'une de ses arétes, on obtient un graphe a
deux sommets reliés par une double aréte.

a
a
C c| =
b b

Remarque 2.9. 1) On peut aussi construire le quotient en contractant successivement
toutes les arétes de S dans G, et le résultat ne dépend pas de I’ordre des contractions.
Donc le quotient se fait sur les arétes et ne dépend pas 1’ensemble des sommets de S. On
peut donc définir le quotient par rapport a un sous-ensemble de F(G).

2) Le quotient préserve les composantes connexes : si le graphe G est connexe, tout
quotient de G reste connexe ; le quotient d’une réunion disjointe est une réunion disjointe
de quotients.

3) Tout sous-graphe W du quotient G/S se reléve canoniquement en un sous-graphe
W de G tel que W et S n’ont aucune aréte commune.
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L’intétét de cette construction est dans la proposition suivante, qui établit une propriété
universelle des graphes quotients concernant les foréts couvrantes :

Proposition 2.10. Soit G un graphe et S un sous-graphe de G. Soit T une forét couvrante
quelconque de S. Alors il y a une bijection naturelle entre les deux ensembles
) biiecti
{foréts couvrantes de G/ S} <2<
En particulier, si S est une forét et G est connexe, I’ensemble des arbres couvrants de
G /S est en bijection avec I’ensemble des arbres couvrants de G contenant S.

{foréts couvrantes de G contenant T'}

Démonstration. Soit S un sous-graphe de GG et T une forét couvrante de .S.

Soit U une forét couvrante de GG contenant 7'. Le graphe U passe au quotient par S et
donne un sous-graphe U de G/S, qui est une forét couvrante de G/S, car si U possdait
un cycle, ce cycle se releverait en un cycle de U, ce qui serait impossible.

Réciproquement, soit IV une forét couvrante de G/S. Alors le relevement canonique
W de W est un sous-graphe de GG n’ayant aucune aréte commune avec .S. On montre
facilement que le graphe W]_[T dont ’ensemble des arétes est la réunion disjointe
E(W)]] E(T), est une forét couvrante de G qui contient 7.

On vérifie que les deux applications U +— U et W — W [IT ci-dessus sont I’'une
I’inverse de I’autre, ce qui donne la bijection de I’énoncé. U

Remarque 2.11. On a une propriété universelle similaire pour la différence : si G est un
graphe connexe et S C E(G), alors il y a une bijection naturelle entre les deux ensembles

bijection

{arbres couvrants de G — S} {arbres couvrants de G disjoints avec S'}

2.2. Un peu de géométrie algébrique.

Il y a un point de vue géométrique qui remplace le point de vue combinatoire dans 1’in-
troduction : au lieu de travailler dans CMot, on peut aussi bien travailler dans 1’anneau
de Grothendieck des schémas sur Spec Z, et alors un certain nombre d’énoncés restent
vrais si on remplace le comptage de points d’un schéma par un procédé algébrique qui
stratifie un schéma en sous-schémas disjoints.

Avant de traiter ce point de vue, on étudie d’abord quelque propriétés des schémas.
Commencgons par la notion d’immersion :

Définition 2.12. Un morphisme de schémas est une immersion s’il se factorise par une
immersion fermée suivie d’'une immersion ouverte. Autrement dit, un morphisme ¥ — X

est une immersion s’il se factorise par'Y Lutx , out | est une immersion fermée et g
est une immersion ouverte.

Soit X un schéma. Un sous-schéma localement fermé (ou simplement un sous-schéma)
de X est une classe déquivalence d’immersions, ou deux immersions i : Y — X et
i' Y — X sont équivalentes s’il existe un isomorphisme ¢ - Y — Y’ tel que i = i’ o ¢.

Lemme 2.13. La composition de deux immersions est encore une immersion.

Démonstration. 11 suffit de démontrer I’énoncé suivant : soient f : 7 — Y une immersion
ouverte et g : Y — X une immersion fermée, alors la composée go f : Z — X est une
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immersion. On sait que la topologie de Y est induite par celle de X, et le schéma Z est un
ouvert de Zariski de Y. Donc il existe un ouvert X’ de X tel que Z = g~ !(X"). Et alors
le morphisme ¢ induit une immersion fermée Z — X', avec X’ — X une immersion

ouverte, ce qui acheve la preuve.
0

On a aussi une notion d’intersection schéma-théorique bien connue :

Définition 2.14. Soient X un schéma et f :' Y — X, f' : Y — X deux immersions
fermées. L'intersection schéma-théorique de f et [’ est le produit fibré Y x Y' — X,
X

qui reste une immersion fermée. On la note aussi Y NY".

Exemple 2.15. Soient X un schéma séparé¢ et 0 : X — X un automorphisme. Alors le
morphisme diagonal A : X — X x X, et le graphe du morphisme o, Gr(o) : X —
X x X, sont des immersions fermées. On définit F'iz(c), le schéma des points fixes de
o, comme I’intersection schéma-théorique de A et Gr (o), qui est a priori un sous-schéma
fermée de X x X, mais que I’on peut voir aussi comme un sous-schéma fermée de X .

Plus généralement, dans la définition on peut remplacer les immersions fermées par des
immersions, et de fagcon analogue la construction donne une immersion.

Maintenant on cherche un cadre approprié pour couper un schéma en morceaux plus
petits. On a d’abord la notion de découpage :

Définition 2.16. Un découpage est un triplet de schémas (U, Z, X)), oit Z est un sous-
schéma fermé de X et U est le complémentaire ouvert de Z dans X. On note aussi U =
X\ Z.

Si (U, Z, X)) est un découpage ou les trois schémas sont de type fini sur Z, alors les
fonctions de comptage sont reliés par la relation |U| + |Z| = |X]|. On cherche a une
généralisation de I’anneau des motifs combinatoires tout en conservant cette égalité, en
regardant les schémas eux-mémes en tant qu’une sorte de motifs a la place de leurs fonc-
tions de comptage, ce qui entraine la définition suivante :

Définition 2.17. On note Ko(Vary) le groupe abélien engendré par les symboles de la
forme [X|, ou X est une classe d’isomorphisme de schémas de type fini sur Z, modulo
la relation suivante : si (U, Z, X ) est un découpage, alors [ X| = [U] + [Z].°> C’est aussi
un anneau, dont la multiplication est définie par [ X|[Y]| = [X x Y], et dont la classe
[Spec Z] est I'unité. On ’appelle I’anneau de Grothendieck (des schémas sur 7.).

C’est une version élémentaire de la notion de motif : dans I’anneau de Grothendieck on
décompose un schéma en deux morceaux par un découpage, et par définition la somme
des deux morceaux est égale au schéma original. Et comme dans le combinatoire, on va
inverser un certain nombre d’éléments dans Ko (Vary) :

5. De cette relation on déduit facilement le fait que si X et Y sont deux schémas et que les parties
réduites X4 et Y;..q sont isomorphes, alors [X] = [Y] dans K(Varz). Donc en quelque sorte les classes
de Ko(Varz) sont topologiques.



DENOMBRABILITE POLYNOMIALE DES HYPERSURFACES DE GRAPHE 11

Définition 2.18. On note L = [A'] le motif de Lefschetz. Dans I’anneau Ko(Vary) on a
un sous-anneau 7L, ce qui fait Ko(V ary) une Z[L]-algeébre.

On définit R comme la localisation de I’anneau 7Z[L] par rapport aux éléments L et
les L — 1, pour k > 1. On définit S comme ’ensemble des éléments de R de la forme
Loo(L — 1) --- (L™ — 1)*, ot a; € Z, qui sont inversibles dans R.

On définit GeoMot comme le R-module Ky(V arz) Xz R, qui est muni d’une struc-
ture de R-algebre par le produit fibré. On I’appelle I’anneau des motifs géométriques. ®

Clairement les fonctions de comptage vérifient une relation additive pour les décou-
pages, on voit donc qu’il existe un morphisme d’anneaux canonique ev : GeoMot —
CMot, appelé I’application d’évaluation, qui envoie [X| sur | X, et qui est surjectif.
On a ainsi une analogie entre le cas combinatoire et le cas géométrique : 1’application
d’évaluation ev envoie I’anneau R sur I’anneau R, le systeme multiplicatif S sur le sys-
teme multiplicatif S, et le motif [IL] sur la fonction ¢. Par cette application d’évaluation,
les égalités dans GeoMot impliquent des égalités dans CMot. ’

On peut également envisager une version géométrique du Théoreme 1.7, qui est aussi
un théoreme :

Théoréme 2.19. Soit Graphs le sous R-module de GeoMot engendré par les [Y¢| et
Graphs, le sous R-module de GeoMot engendré par les [Z¢|, oi G parcourt I'en-
semble des graphes simples. Alors on a I’égalité

Graphs, = Graphs = GeoMot.

Mais dans ce mémoire on démontre seulement le cas combinatoire. On travaillera es-
sentiellement dans CMot, sauf dans la Section 2.3 et dans la démonstration de 1’univer-
salité de Mnév, ol on travaille dans GeoMot. ®

Maintenant on introduit la notion de stratification, qui généralise celle de découpage :

Définition 2.20. Soient X un schéma et n € N. On suppose qu’il existe une suite décrois-
sante X D Zy D -+ D Z, de sous-schémas fermés de X, et on note Uy = X \ Zy, et
Ui = Z;\ Zi—y pour 2 < i < n, vus comme sous-schémas de X. Dans une telle situa-
tion, on dit que ’ensemble {Uy,Us,--- , Uy, Z,} est une stratification (finie) de X. Les
éléments Uy, Us, - -+ ,Uy,, Z,, appellés strates, forment une partition de l’espace topolo-
gique sous-jacent de X.

Une premiere propriété est que une stratification est stable par changement de base :

Lemme 2.21. Soient X — Y un morphisme de schémas et S une stratification de Y .
Alors 'ensemble Sx = {Z xy X | Z € S} est une stratification du schéma X.

6. Dans la théorie de I’intégration motivique, on travaille dans un complété de 1’anneau des motifs, dans
lequel les motifs L et les L*¥ — 1 sont inversibles. Voir [Hoskins].

7. En général il parait faux de faire des choses dans le sens inverse : par exemple on peut montrer
que pour un corps algébriquement clos k de caractéristique 0, I’anneau Ky(Vary) n’est pas inteégre. Voir
[Poonen].

8. Pour démontrer le Théoreme 2.19, la stratégie est la méme que dans le cas combinatoire, et il suffit
de démontrer un certain nombre d’analogues géométriques des égalités combinatoires qui seront établies
dans la suite.
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Démonstration. Une immersion ouverte (respectivement immersion fermée) reste une im-
mersion ouverte (respectivement immersion fermée) apreés un changement de base. De
plus, un changement de base préserve la complémentarité. Donc si X — Y est un mor-
phisme de schémas et (U, Z,Y") est un découpage, alors (U xy X, Z Xy X, X) est encore
un découpage. Le lemme en découle par récurrence.

O

Le lemme suivant généralise la propriété additive d’un découpage, qui est automatique
a partir de la définition :

Lemme 2.22. Soit X un schéma et S une stratification de X. Alors dans I’anneau GeoMot
ona

(D) Y721 =X.

Zes
Notons que la somme est finie car une stratification est finie par définition.

On établit maintenant I’existence d’une stratification en schémas affines :

Proposition 2.23. Tout schéma noethérien admet une stratification en schémas affines.
Plus généralement, soit P une propriété locale sur les schémas noethériens. Alors tout
schéma noethérien qui vérifie la propriété ‘P admet une stratification en schémas affines
vérifiant la propriété P.
En particulier, tout schéma de type fini sur 7, admet une stratification en schémas affines
de type fini.

Exemple 2.24. L’espace projectif PV admet une stratification en (N + 1) strates affines
{AN AN=L ... A% = Spec Z}. On a alors la formule

PV =1+L4L*+---+ LY.

Démonstration. La preuve se fait par I’induction noethérienne. Soit X un schéma noethé-
rien. En particulier, X est un espace topologique noethérien.

Supposons que X n’admet pas de stratification en schémas affines. En particulier, X
est non vide. Soit U un ouvert affine non vide de X quelconque. Le complémentaire
de U dans X définit un sous-schéma fermé réduit Z de X. Si le schéma Z admettait
une stratification en schéma affines, alors X en admettrait une aussi, ce qui contredit par
hypothése. Donc Z non plus n’admet pas de stratification en schémas affines. Le schéma
Z est un fermé propre de X et vérifie les mémes hypotheses que X, et par le méme
argument, on peut trouver un fermé propre Z; C Z qui n’admet pas de stratification
en schémas affines. En répétant le procédé, on construit une chaine infinie strictement
décroissante X D Z D Z;--- de fermés propres de X, ce qui est absurde car X est un
espace topologique noethérien.

On en conclut que X admet une stratification en schémas affines.

Si X vérifie la propriété P, comme c’est une condition locale, quitte a restreindre les
ouverts affines dans le raisonnement précédent, on peut supposer qu’ils vérifient la pro-
priété P aussi, et le résultat en découle.

g
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Remarque 2.25. L’idée de la preuve précédente est naive : a chaque fois on enleve un
ouvert affine, et on espere qu’apres un nombre fini de fois on aura un schéma affine, ce
qui fournit alors une stratification en schémas affines. La preuve donne un résultat plus
fort : quelque soit la maniere dont on choisit I’ouvert affine a chaque étape, le procédé se
termine toujours. Mais il arrive que certains choix sont canoniques ou préférables. Plus
généralement, on peut définir une notion de stratification topologique sur des espaces
topologiques noethériens.

On termine cette section en introduisant la notion de fibration de Zariski :

Définition 2.26. Soit F' un schéma. Un morphisme de schémas X — Y est une fibration
(localement triviale) de fibre F' pour la topologie de Zariski s’il existe un recouvrement
d’ouverts {Y; }icr de Y tel que pour tout i € 1, on a un isomorphisme de schémas X Xy
Y, ~ F Xz Y,. Une fibration est triviale si cette propriété est globale, i.e. si on a X =~
F1XZ}<

Remarque 2.27. 1) Le fait d’étre une fibration est une propriété locale en le schéma
d’arrivée : si ' est un schémaet f : X — Y est un morphisme de schémas, alors f est
une fibration de fibre F’ si et seulement si pour tout point y de Y, on a un isomorphisme
de schémas f~'(y) ~ F x k(y), ot k(y) désigne le corps résiduel du point y.

2) Par la propriété du produit fibré, une fibration triviale reste une fibration triviale
apres un changement de base : si X — Y est une fibration triviale de fibre F'et Z — Y
un morphisme de schémas, alors le tiré-en-arriere X x Z — Z est encore une fibration
triviale de fibre F'. En particulier, si Z est un sous-schéma de Y, alors une fibration triviale
sur Y reste triviale sur Z.

3) Une fibration de fibre Spec Z est un isomorphisme de schémas.

Par définition le produit fibré, ou de maniere équivalente les fibrations triviales, défi-
nit la loi multiplicative dans I’anneau GeoMot. Plus généralement cette propriété reste
valable pour toutes les fibrations en général :

Proposition 2.28. Soient Y et F' deux schémas de type fini sur Z et f : X — Y un

morphisme de schémas de type fini qui est une fibration de fibre F. Alors dans I’anneau
GeoMot on a I’égalité [X| = [Y] - [F).

Démonstration. On se ramene au cas local via une stratification. Comme une fibration est
localement triviale, d’apres la Proposition 2.23, le schéma Y admet une stratification S
telle que la fibration f soit trivial sur chaque strate, i.e. pour tout Z € Sona Z Xy X ~
Z Xz F.D’aprés le Lemme 2.21, on sait que I’ensemble {Z xy X |Z € S} est une
stratification du schéma X. D’apres le Lemme 2.22, on a donc

X]=D>_[ZxX]=> [ZxF|=[F|}_[Z]=[F][Y]

A zZeSs zZes

2.3. Le module de tous les graphes.
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Dans cette section on étudie les relations entre les deux types de motifs [ X | et [Ys]. Le
but est de démontrer la Proposition 1.9, en montrant le fait que lorsque GG parcourt I’en-
semble des graphes, alors ces deux types de motifs engendrent le méme sous-R-module
de GeoMot.

Notations 2.29. On note G = Spec Z[xz, 1] le groupe multiplicatif.

Si E = {ey,--- ,ex} estun ensemble fini, on note A® = Spec Z[z.,, - ,x.,] espace
affine associé a F, et G¥ = Spec Zz.,, -, - , &,,, =] qui est un ouvert de Zariski de
€1 €k
AF.

Soient £ un ensemble fini et S C E. L’inclusion S — F induit une immersion fermée
A% — AP et alors on peut voir G° comme un sous-schéma de A¥. C’est le lieu ou les
coordonnées affines dont I’indice est dans S ne s’annule pas et celles dont I’indice est en
dehors de S s’annulent, et est isomorphe a un produit de #S copies de G. On remarque
que lorsque S parcourt P(E), les sous-schémas G* forment une stratification de I’espace
total AZ, par les valeurs booléennes des indices de la ou les coordonnées s’annulent.

Pour tout sous-schéma X — A onnote X° = X N AP\ et X5+ = X N GENS,
définis par des intersections schéma-théoriques. Le schéma X* est I’intersection de X
avec des hyperplans définis pas des équations . = 0 pour e € S, et X est ’ouvert de
X5 défini par les inégalités x, # 0 pour toute € E \ S.

Notons que I’on a X? = X. On note aussi X+ = X0+,

Remarque 2.30. D’apres le Lemme 2.21, lorsque S parcourt P(E), les sous-schémas
X5F forment une stratification de X. De méme, pour un S € P(E) fixé, lorsque S’ par-
court I’ensemble des sous-ensembles de E contenant S, les sous-schémas X"+ forment
une stratification de X°. On a donc :

(X=X
SCS'CE
Par le principe d’inclusion-exclusion, on peut inverser la relation précédente pour obtenir
X5 =Y (X
SCS'CE

En particulier, lorsque S = (), on a les formules suivantes :

) (X]=> [x¥7,
S'CE
3) (X => 0 (—=)*[x¥.
S'CE

Ce qui nous intéresse maintenant est le cas ou X = X ou Yy, pour GG un graphe. On
a d’abord le lemme suivant, qui permet d’identifier X7, (resp. Y;7) avec un autre schéma
de la forme X (resp. Yo) :

Lemme 2.31. Soient G un graphe connexe, E = E(G) et S C E.
1) On a des isomorphismes Xg ~ Xg_g et X§’+ ~ X(J;F_S.
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2) Si S est une forét, on a des isomorphismes Y(;? ~ Ygs et Y(:?’Jr ~ Ygf/s.

Si S n’est pas une forét, alors les schémas Y33 et YGS " sont vides.

Démonstration. Linclusion AP\S — AF provient d’un morphisme d’anneaux surjectif
% Llxe)ecr — Z|xelecr\s, qui envoie les z. ol e € S sur 0.

1) L'image du polyndme Q¢ par ¢° est le polyndme Q2 = >, [[..p e, ol la
somme porte sur les 7" qui sont arbres couvrants de G n’ayant aucune aréte commune
avec S. Or d’apres la Remarque 2.11, I’ensemble de tels arbres couvrants est en bijection
avec I’ensemble des arbres couvrants du graphe G — S. Alors si on voit G — S comme un
sous-graphe de G' canoniquement, on a une identification canonique Q?, = Qg_s. Donc
le schéma X _g, qui est I’ouvert de Zariski dans A”\% défini par le polyndme Q_g, est
égal a I'intersection de X avec AP\S, qui est X2 par définition.

Le deuxieme isomorphisme X g’+ ~ X/}, _g découle d’un argument similaire.

2) L’image du polyndme Py par ¢° est le polyndme P35 = 5. HegT Ze, OU la somme
porte sur les 7" qui sont arbres couvrants de GG contenant S. On applique la Proposi-
tion 2.10 et on distingue deux cas de figure :

Si S n’est pas une forét, S contient un cycle, et il n’existe pas d’arbre couvrant de GG
contenant S. Donc on a ¢°(Pg) = 0, et 'intersection de Y; avec A”\S est vide. De méme
on voit que le schéma Yg " est vide.

Si S est une forét, I’ensemble de arbres couvrants contenant S est non vide, et est en
bijection avec 1’ensemble des arbres couvrants du graphe quotient G/S. Via I’application
canonique G — G/S, le polyndme P2 est envoyé sur le polyndme Py /s> ce qui donne
un isomorphisme Y ~ Y s.

Le deuxieme isomorphisme Yg e Yg/ ¢ découle d’un argument similaire. U

On a aussi un deuxieme lemme qui permet de relier directement les schémas X et Y
d’un méme graphe G :

Lemme 2.32. Soit G un graphe connexe. On a un isomorphisme X}, ~Yg.

Démonstration. On remarque d’abord que I’on a des identifications X/, = Spec A et
N - -1 1 - -1 1
Y+ = Spec B’OUA = Z[xelvqu? oy Teg xe;}? %] etB = Z[xeuxellv o, Ty, xeklv P_CJ

Siz = (2.)ecm,onnote r~! = (z1).cp. Alors on al'identité Q¢ (z) = Po(z™) ]
qui provient naturellement de la définition.

On a donc un morphisme d’anneaux ¢ : A — B, qui envoie chaque z., sur a:;_l. Alors
le polyndome Q¢ est envoyé sur P [[ . x. ', qui est égal & Pg 2 un élément inversible de
B pres. On conclut que ¢ est un isomorphisme, et alors on a un isomorphisme X/, ~ Y.

U

ecFE :L'E’

On a maintenant les outils pour montrer le résultat principal de cette section :

Proposition 2.33. Le sous-groupe abélien de GeoMot genendré par les [Xg| on G
parcourt [’ensemble des graphes, est égal au sous-groupe abélien genendré par les [Yg].
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Démonstration. Soit GG un graphe, que 1’on peut supposer connexe. En tenant compte des
formules précédentes, on a :

Yol 2 > 5

S'CE(G)

4) = 2 Wasl= > XGl
S'CE(G) S'CE(G)
S’ forét S’ forét

(3) 7

2 > (=" [ X/ -sv]
SICE(G) S"CE(G/S")
S’ forét

De méme, on a une égalité de mé€me type en échangeant les roles de X et Y -

® S Y (0 Wyl

S'CE S/CE\S'
S’ forét

La proposition découle des formules (4) et (5). O
On facilement le corollaire suivant :

Corollaire 2.34. Le R-module Graphs est égal au sous-R-module de GeoMot engen-
dré par les [ X .

En particulier, le R-module CGraphs est égal au sous-R-module de CMot engendré
par les | X¢|.

2.4. Les schémas déterminantaux.

Dans cette section on continue a travailler sur les schémas, en développant des défini-
tions et propriétés élémentaires en géométrie algébrique nécessaires pour la définition des
schémas d’incidence.

Notations 2.35. Si A est un anneau et [ un idéal de A, on note V(1) le fermé de Zariski
de Spec A défini par I.

Soient e, f € N deux entiers. On note S un schéma noethérien et ' et F' deux Og-
modules localement libres de rang respectivement e et f. Si s € S est un point, on note
k(s) le corps résiduel en s.

On note (Sch/S) la catégorie des S-schémas et Ab la catégorie des groupes abéliens.
Si T est un S-schéma, on note Ep le tiré-en-arriere du faisceau F par le morphisme
T — S, et on note Fr de la méme fagon. On note Homo(E, F') le groupe abélien des
homomorphismes de £ a F'. On rappelle (voir [Grothendieck], Corollaire 7.7.8) que le
foncteur contravariant

(Sch/S) — Ab
T — HomOT (ET, FT)
est représentable par un S-schéma en groupes abéliens, noté Hom(FE, F').

On commence par définir un analogue géométrique de la notion algébrique du rang
d’une matrice :
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Définition 2.36. Soient K un sous-Og-module de F' et r € N. On dit que K est un facteur
direct de F' de rang r si K est localement libre de rang r et qu’il admet un supplémentaire
localement libre de rang f — r dans F.

Soit ¢ : E — F un morphisme de Os-modules. On dit que ¢ est de rang r si son image
est un facteur direct de F de rang r.

Exemple 2.37. On note Gr(r, F) 1a grassmannienne des r-plans dans F. C’est un schéma
qui représente le foncteur

(Sch/S) —Ab
T —{classes d’isomorphismes de facteurs directs de £ de rang r}.

On définit maintenant la notion de lieu de dégénérescence qui, comme on le verra plus
tard, exprime cette condition de rang :

Définition 2.38. Soient r € N et ¢ : E — F un morphisme de Og-modules. Le (r + 1)-
ieme produit extérieur du morphisme de Og-modules ¢ est le morphisme

ATy AR 5 ATTLR

dont le noyau Ker(A\""1¢) est un faisceau d’idéaux sur S. On définit le r-ieme lieu de

dégénérescence D,.(p) comme le sous-schéma fermé de S défini par le faisceau d’idéaux
Ker(A™1).

Localement dans un ouvert affine sur lequel les faisceaux sont libres, le morphisme ¢
s’exprime en une matrice e x f, et le schéma D,.(¢) est défini par I’idéal engendré par
tous les (r+ 1) x (r+ 1)-mineurs de la matrice de ¢. L’espace topologique sous-jacent du
schéma D, (¢) est I’ensemble des points s € S tel que le morphisme résiduel ¢ ® k(s) est
de rang inférieur ou égal a r. Alors pour tout 7 > 1 on a une inclusion D,.(¢) D D,_1(¢).
On définit ainsi, pour r > 1, le schéma Z,.(¢) comme le complémentaire ouvsert de
D,_1(¢) dans D,(¢), et Zy(¢) = Dy(¢). Chaque Z,(¢) est un sous-schéma de S, dont
I’espace topologique sous-jacent est I’ensemble des points s € S tel que le morphisme
résiduel ¢ ® k(s) est de rang exactement 7. Les schémas Z,.(¢) forment une stratification
du schéma S.

Revenons sur le schéma Hom(FE, F'). Par définition, pour tout S-schéma 7', on a
(6) Homsenys)(T, Hom(E, F)) = Home,.(Er, Fr).

Notons 7 : Hom(E, F') — S le morphisme de structure. En remplagant 7" par Hom(E, F)
dans la formule (6), on obtient un morphisme de Oppm(k,r)-modules canonique ¢ :
m*FE — 7" F qui correspond au morphisme identité dans le terme a gauche. La pro-
priété universelle du couple (Hom(FE, F'), ¢) s’interpréte aussi de la fagon suivante :
pour tout S-schéma 7' et tout morphisme v : Ep — Frp, il existe un unique morphisme
T — Hom(E, F) tel que ¢ ~ ¢r.

C’est les lieux de dégénérescence de ce morphisme de Og-modules ¢ qui nous inté-
resse, et que 1’on va définir comme les schémas déterminantaux :

Définition 2.39. Soit r € N. On définit Hom<,(E, F) comme le r-iéeme lieu de dégéné-
rescence D, (¢), qui est un sous-schéma fermé du schéma Hom(E, F), et Hom,(E, F)
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comme le schéma Z,.(¢), qui est un sous-schéma de Hom(FE, F'). On appelle ces deux
types de schémas les schémas déterminantaux.

Les Hom,(FE, F') forment une stratification de Hom(F, F'). De plus, on peut montrer
le résultat suivant : si S est un schéma noethérien, alors le schéma Hom,.(F, F') représente
le foncteur contravariant

(Sch/S) — Ab
T —{y: Er — Fr|¢est de rang r}.

C’est une interprétation fonctorielle du schéma Hom,.(E, F'), qui justifie que ce dernier
exprime exactement la condition de rang.
On a une description locale de ces schémas déterminantaux : soit (;;)1<i<e un en-

SVAS

semble de variables formelles, qu’on identifie avec les coordonnées d’une matrice e x f.
On suppose que S = Spec A est un schéma affine et que £ = O, F = (9{;. Soit Aly]
I’anneau des polyndmes en toutes les variables y;;, et alors Hom/(E, F') est le schéma
affine Spec (A[y]). Pour chaque entier k, soit my € Z[y;;] une liste de tous les k x k-
mineurs, et soit [, 1'idéal engendré par toutes les my. Alors Hom,(E, F') est le sous-
schéma fermé de Hom/(F, F') défini par tous les (r+1) x (r+ 1) mineurs : c’est le schéma
affine Spec (Aly]/I,+1). Et Hom,(E, F) est I’ouvert de Zariski de Hom,(E, F') défini
par le fait qu’au moins un r X r mineur est inversible :

Hom,.(E,F) U Spec (A /[T+1)(m Y

formule qui permet d’identifier Hom,.(FE, F'), sous-schéma localement fermé de Hom(E, F)
avec une réunion de schéma affines. Il s’en suit que 1’espace topologique associé a Hom,.(E, )
est tout simplement (V' (m[ ™) \ OV (m}).

(2 (2
Un premier exemple d’application est de définir les schémas correspondant aux formes
bilinéaires symétriques :

Définition 2.40. Soit EV le faisceau dual de E. Il y a un automorphisme de transposition
naturelt : Hom(E, EY) — Hom(E, EY). On définit Sym E = Fix(t) comme le schéma
des points fixes de t. On note Sym,. I (respectivement Symc, E) lintersection schéma-
théorique de Sym E avec Hom,.(E, EY) (respectivement avec Hom<,(E, EV)).

On a aussi une description locale de ces schémas : lorsque S = Spec Aet E = O,
Sym E est le sous-schéma fermé de Spec Aly| défini par les équations y;; = y;i;
Syme, E est le sous-schéma fermé de Sym F défini par tous les (r + 1) x (r + 1)-
mineurs ; Sym,. E est1’ouvert de Zariski de Sym, E défini par la condition qu’au moins
un 7 X 7 mineur est inversible.

Notons que si K est un corps, ’ensemble des K -points de Sym,. E est’ensemble des
formes bilinéaires symétriques sur K¢ de rang r.

On s’intéresse particulierement aux faisceaux libres de rang fini sur la base Spec Z. On
garde les notations suivantes pour les chapitres qui suivent :
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Notations 2.41. Lorsque V est un ensemble fini, on note Fun(V, E) = Hom (0%, E), et
Fun,(V,E) = Hom,(OY%, E).

Lorsque S = Spec Z, on note Hom,.(e, f) = Hom, (0%, OL), GL, = Hom,(e, ¢),
Gr(r,e) = Gr(r,0%) et Symg = Sym, O%.

On donne ici les résultats concernant la dénombrabilité polynomiale des schémas pré-
cédents :

Proposition 2.42. On a les égalités

\GL,| = (¢" = 1)(¢" —q) -+ (¢" —¢" ")
|GLy|

|G Lo||GLy—q|q*=)

|Hom,(e, f)| = |Gr(r,e)||Gr(r, f)||GL,|.

De plus, on la formule suivante due a MacWilliams :

|Gr(a,b)| =

S 2s—1/ n—i .
|Sym| = {Hi:l qgifl 2y (@ —1) sir=2s

2% 2 s .
Hle _q2qi_1 : Hiio(q" t—1) sir=2s+1.
Les trois premieres formules sont élémentaires, et pour la derniere on renvoie le lec-
teur a [MacWillams], Theorem 2. Notons que toutes ces fonctions sont dans le systéme
multiplicatif S.

On termine cette section en revenant sur les graphes. On sait que Sym]: = Spec (Z[y]/I)p,
ot  est I’idéal engendré par les y;; —y;; et D est le déterminant de la matrice (y;;). On fait
alors la définition suivante, dont le schéma concerné est décrit par la figure d’un graphe
simple :

Définition 2.43. Soit G = (V, E) un graphe simple, dont on numérote les sommets par
V =A{v1, - ,v.}. Pour 1 < i < j < nonnote (i,j) l’aréte reliant les deux sommets v;
et vj. Rappelons que G désigne le complémentaire de G, et on note ®(G) = E(G°), qui
est ’ensemble des arétes (i, j) qui ne sont pas dans G, et V(G) = E(G) I’ensemble des
arétes (i,7) dans G. On définit Z2, comme le sous-schéma fermé de Sym? défini par les
équations y;; = 0, pour tous les (i, j) € ®(G).

Par exemple si G est un graphe discret 2 n sommets, Z est le schéma des matrices
n x n diagonales de rang n, donc isomorphe a (G,,)"; si G = K, est le graphe complet,
ona Z2 = Sym”.

Concretement, on a Z = Spec (Zly]/J)p, ot J est I'idéal engendré par tous les
Yij — yji et tous les y;;, (i,7) € ®(G). Si K est un corps, Z&(K) est ’ensemble des
formes bilinéaires symétriques non dégénérées sur K", représentées par une matrice M
telles que M;; = 0 pour tous les (7, j) tels que v; et v; ne sont pas reliés.

On verra dans la prochain chapitre, via le théoreme de Kirchhoff, que pour tout graphe
simple G on a un isomorphisme Z2 ~ Xg,, ce qui relie les deux types de schémas X
et Z2. Néanmoins, on va regarder le graphe G°, le complément de G, 2 la place de G
lui-méme :
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Définition 2.44. On définit Z comme le schéma Zgo, qui est le sous-schéma fermé de
Sym défini par les équations y;; = 0, pour tous les (i, j) € V(G). On définit CGraphs,
comme le sous-R-module de CMot engendré par les fonctions de la forme |Zg|, on G
est un graphe simple.

On a cette fois Z¢ = Spec (Z[y]/J')p, ou J' est I'idéal engendré par tous les y;; — y;;
et tous les y;;, tels que les deux sommets v; et v; sont li€s par une aréte. On verra que le
schéma Z; est étroitement 1ié aux schémas d’incidence, que 1’on discutera en détail dans
le Chapitre 4.

3. INTERLUDE : DEUX RESULTATS DE L’ALGEBRE LINEAIRE

Dans ce chapitre on traite deux résultats de 1’algebre linéaire pure : le théoreme de Kir-
chhoff, et la formule du nombre de prolongements des formes bilinéaires symétriques sur
un corps fini. Ils peuvent se traiter indépendemment de la théorie géométrique développée
au chapitre précédent.

3.1. Le théoréme de Kirchhoff.

Le théoreme de Kirchhoff, aussi appelé Matrix-Tree Theorem, est un résultat d’algebre
linéaire qui établit un lien entre le nombre d’arbres couvrants d’un graphe avec le déter-
minant de la matrice laplacienne de ce graphe, que I’on définira dans la suite.

On étudie d’abord la version originale du théoreme de Kirchhoff. On commence par
définir la matrice laplacienne d’un graphe :

Notations 3.1. Soit G = (V| E) un graphe, dont on numérote les sommets par V' =

{Uh e 7vn}-

Soient 1 < 7,7 < n. On note

I le nombre d’arétes reliant les sommets v; et v; sit # j
Y0 sii = j.

Définition 3.2. On définit la matrice laplacienne de G, L = (L;;); ; comme la matrice
Symétrique n X n suivante :

oI e sii=j
M BV sii # j.

Et pour 1 < | < n, on note LY, la matrice obtenue en supprimant la l-iéme ligne et la
l-ieme colonne de L.

Avec cette définition, le théoreme de Kirchhoff s’énonce de la fagon suivante :

Théoreéme 3.3 (Kirchhoff). Pour tout 1 < | < n, le déterminant de la matrice LZG est
égal au nombre d’arbres couvrants du graphe G.

On a quelques remarques en ce qui concerne la matrice laplacienne :
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Remarque 3.4. 1) Pourtout1 <7< n,onal; = Zzzl ik, qui est exactement le degré
du sommet v;.

2) Pour tout graphe Gz, la somme des lignes (ou des colonnes) de L est nulle, donc on
a det LG = 0.

3) Si le graphe G n’est pas connexe, alors quitte a réindexer les sommets, la matrice L
est diagonale par bloc selon les composantes connexes de G.

Pour 1 < ! < n, la matrice LZG reste diagonale par bloc, et donc det LlG est le produit
des déterminants de ces blocs. Or pour chaque /, il y a au moins un bloc qui n’est pas
touchée par la suppression d’une ligne et d’une colonne dans la construction de L, et
donc ce bloc est égal a L ou GG’ est une composante connexe de G.

On conclut que si le graphe G n’est pas connexe, alors pour tout 1 < [ < non a
det LL, = 0. Dans ce cas le théoréme est trivialement vrai, vu qu’un graphe non connexe
n’admet pas d’arbres couvrants.

Maintenant passons a la preuve. D’apres le dernier point de la Remarque 3.4, on peut
supposer le graphe GG connexe.

On commence par choisir une orientation quelconque des arétes de GG, de sorte que
toute aréte a une téte et une queue. Si G a m arétes {e;,--- , e}, on associe a cette
orientation la matrice M suivante de taille n X m :

1 si v; est la téte de e;
M;; = ¢ —1 siwv; estlaqueue de ¢;
0 sinon.

La matrice M est liée avec la matrice laplacienne de (G par le lemme suivant :

Lemme 3.5. Si on note ' M la transposée de la matrice M, alors on a 'indentité Lo =
M M.

Démonstration. Notons M’ = M *M, qui est une matrice n X n. Pour tout 1 < 4,5 < n,
ona

Mj; =" My "My = My, M.
k=1 k=1

Vérifions que la matrice M’ a les mémes coefficients que la matrice L.

Sii = j,alors M, = > 7", Mj est exactement le degré du sommet v;, donc on a
M =375 Aiw = L.

Si i # 7, alors les deux sommets v; et v; sont distincts. Dans la sommation, un terme
M, My, est non nul si et seulement I’aréte e;, passe par a la fois v; et v, i.e. c’est une
aréte reliant v; et v;, et alors on a M;, M;, = —1. Donc MZ-’]- = —\;; est 'opposé du
nombre d’arétes entre les sommets v; et v;, qui est égal a L;;.

Il

Soit 1 < I < n. Soit maintenant M la matrice (n — 1) X m obtenue en supprimant la [-
ieme ligne de M. Par le lemme précédent, on vérifie facilement I'identité L! = M t(M?).
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Le graphe GG est supposé connexe, donc on a m > n — 1. On applique la formule de
Binet-Cauchy a L!, qui donne :

(7) det L' =) " (det N)?

E;

ou E est I’ensemble des sous-matrices N de M! de taille (n — 1) x (n — 1).

Il nous reste a calculer det N pour N € E;. Notons qu’une telle matrice /N correspond
a un sous-ensemble de cardinal n — 1 de I’ensemble des arétes de (G, donc définit un
sous-graphe G'y de G' a n sommets et n — 1 arétes.

On a le lemme suivant, résultat élégant qui relie le déterminant de la matrice NV avec la
nature du sous-graphe G :

Lemme 3.6. Soit N une sous-matrice (n — 1) x (n — 1) de M. Alors on a (det N)* = 1
si G est un arbre couvrant de G, et det N = 0 sinon.

Démonstration. Le sous-graphe G de G a n sommets et n — 1 arétes, donc soit c’est un
arbre couvrant, soit Gy contient un cycle.

Si Gy contient un cycle, alors les colonnes dans N correspondantes sont de somme
nulle, donc on a det N = 0.

Si Gy est un arbre couvrant, il contient une feuille (un sommet de degré 1). Quitte a
réindexer les sommets, la matrice /N peut s’écrire sous la forme

(-2)

ou la premiere ligne correspond a la pointe, et € = £1.

Comme un arbre privé d’une feuille est encore un arbre, cette propriété nous permet de
faire la récurrence. A chaque fois on multiplie par un élément £1, donc le déterminant est
invariant au signe pres. En n = 1, la matrice est vide donc de déteminant 1 par convention,
et on en déduit que det N = +1. O

D’apres le lemme précédent, pour tout 1 < [ < n, I’ensemble des arbres couvrants de
G est en bijection avec les éléments de déterminant non nul de £, qui sont tous de déter-
minant £1. Avec la formule (7), on en déduit que la valeur de det L' est égale au nombre
d’arbres couvrants du graphe G, ce qui acheeve la preuve du théoreme de Kirchhoff.

Maintenant on étudie une généralisation du théoreme de Kirchhoff, qui relie ce dernier
au polyndme (). On suit les mémes étapes que précédemment. On commence par une
définition généralisée de la matrice laplacienne :

Notations 3.7. Soit G = (V, ) un graphe. Si e est une aréte de (G, on note z. une variable
formelle. Rappelons que le polyndome () est défini par

QG = ZHZEea
T zeT

ou la sommation porte sur I’ensemble des arbres couvrant de G.
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On numérote les sommets par V' = {vy,--- ,v,}. Pour tout 1 < ¢,5 < n, on note Ej;
I’ensemble des arétes reliant les deux sommets v; et v;. Pout tout 1 < ¢ < n, on note
E; = U4 Eyj, qui est ’ensemble des arétes passant par le sommet v;.

Définition 3.8. On définit la matrice laplacienne de G, Lg = (L;;); ; comme la matrice
Symétrique n X n suivante :

I > e, Te sii=j
ij _ZeeEij Te SITF#]

Et pour 1 < | < n, on note LY, la matrice obtenue en supprimant la l-ieme ligne et la
[-iéeme colonne de L.

Alors la généralisation du théoreme de Kirchhoff s’énonce comme suit :
Proposition 3.9. Pout tout 1 <1 < n, onal’égalité Qg = detLl(;.

Remarque 3.10. 1) Si dans la Proposition 3.9 on insere la valeur z, = 1 pour tous les
e € F, alors la valeur de () est exactement le nombre d’arbres couvrants de GG, et c’est
la version originale du théoreme de Kirchhoff.

2) Comme dans la version originale du théoréme, le cas d’un graphe non connexe étant
trivial, on peut se restreindre aux graphes connexes.

L’énoncé de la Proposition 3.9 est une identification de deux polyndmes dans Z[z;;].
Pour le démontrer, on peut utiliser le lemme suivant élémentaire afin de se ramener a un
cas plus simple :

Lemme 3.11. Soient f et g deux polynémes dans Z[ty, - - - , t;| tels que pour tout (ay, - - - ,ay) €
N* ona f(ay, - ,ax) = glay,--- ,ay). Alorsona f = g.

Démonstration. Le lemme se traduit précisément par le fait que I’ensemble N¥ est dense
dans I’espace affine A* pour la topologie de Zariski. U

Par le lemme, il suffit de vérifier les égalités Q) = det LZG pour les variables z. € N.
Mais alors on peut voir chaque x. comme la multiplicité de I’aréte e : en remplagant
chaque aréte e par z. arétes reliant les deux sommets de e, on obtient un graphe G’, dans
lequel chaque aréte est de multiplicité 1, ce qui ramene le probleme au cas ou chaque
variable x. vaut 1. D’apres la Remarque 3.10, c’est exactement la version originale du
théoréme de Kirchhoff, appliquée au graphe G’. La Proposition 3.9 en découle.

Maintenant on établit une application du théoreme de Kirchhoff dans notre cas de fi-
gure :

On suppose que G est un graphe simple. Rappelons que I’on a défini ®(G) comme les
arétes (7, 7) qui ne sont pas dans G, et Z2 comme le sous-schéma fermé de Sym? défini
par les équations y;; = 0, pour tous les (i, j) € ®(G). Alors on a le résultat suivant, di a
Stanley :

Proposition 3.12. Si G est un graphe simple, on a un isomorphisme X ~ Z..
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Démonstration. D abord on identifie ces deux schémas. Pour le schéma Z2, on I’a déja
fait : notons Z[y| I’anneau engendré par les variables y;;, pour 1 < ¢,j < n. Alors on a
Z2 = Spec B avec B = (Z[y]/J)p, ot J est I'idéal engendré par tous les y;; — y;i et
tous les y;;, (¢, 7) € ®(G), et D est le déterminant de la matrice (y;;).

Pour le schéma X+ ce n’est pas trées compliqué non plus : notons vy le sommet sup-
plémentaire dans G*, et Z[x] I’anneau engendré par les variables z;;, pour 0 < 4,5 < n.
Ici on identifie chaque x;; avec une variable x., ou e est une aréte reliant les sommets v;
et v;. Alors on a X« = Spec A avec A = (Z[x]/1)q,.,ou I estI’idéal de Z[x] engendré
par les variables z;; pour (i, j) € ®(G), par lequel on quotiente pour avoir le bon nombre
de variables.

Maintenant soient ¢ : Z[y| — Z[z| I’application

Zk<i Tri + Zi<k Tig Sii=]
O(yij) = § —ij sii < j
—Zji Slj < i,
ety : Z[z] — Zly| I’application
Zk Yjik sit=20
En appliquant la Proposition 3.9 au graphe G* on a ¢(Qg-) = D. On peut vérifier que

¢ et 1 induisent deux morphismes d’anneaux 1’un I’inverse de 1’autre entre les anneaux
A et B. Par conséquent on a un isomorphisme Xg ~ Z2.

V() =

0

Exemple 3.13. Prenons un exemple simple pour voir : G est un graphe a deux sommets
{v1,v9} reliés par une aréte. Alors G* est un triangle, et on a Qg+ = To1Zo2 + To1%12 +
To2T12. On a
A= (Z[x()lv o2, C("12])Lr(n3602-1-418013612-&-96023612'
De méme on a

B = (Z[Z/n; Y12, Y21, y22]/(y12 - y21))y11y22—y12y21 = (Z[yn, Y12, y22])y11y22—y%2'

L application ¢ est telle que ¢(xo1) = yi1 + Y12, G(To2) = Y12 + Yoo €t P(z12) =
—1yj2 ; on voit facilement que ¢’est un isomorphisme entre les anneaux Z[z1, Zoz, Z12] et
Z[yn, Y12, ygg], qu1 envoie le polyn()me To1L02 + To1L12 + L2112 SUT Y11Y22 — y%2 Donc
¢ induit un isomorphisme d’anneaux entre A et B. De méme on vérifie que ¢ induit
I’isomorphisme inverse.

3.2. Prolongements de formes bilinéaires symétriques.
Dans cette section on étudie le nombre de prolongements d’une forme bilinéaire symé-

trique de rang r; en une forme bilinéaire symétrique de rang ;. On note ¢ un élément
dans Q.

Définition 3.14. Soit () une forme bilinéaire symétrique sur Fgl de rang ri. On note
Co(dg,re,dy, 1) le nombre de prolongements de () en une forme bilinéaire symétrique
sur IFZZ de rang 7.
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Dans le cas dy = d; + 1, on a le résultat suivant d’algebre linéaire, qui permet calculer
le nombre Cq(da, 12, dy, r1) par récurrence :

Proposition 3.15. On a ’expression explicite suivante du nombre Cg(dy +1,79,dy,11) -
1 SiTy =11
mtl _ gm sirg =1 +1

OQ(d1+1,T2,d1,T1) = di+1 _q"“l-‘rl

Sirg =11+ 2

oK QR

sinon.

Démonstration. Soit ()1 une forme bilinéaire symétrique sur Fgl“ qui prolonge ). Alors
par décomposition orthogonale, dans une base appropriée, la matrice de (); s’écrit de la
forme :

Yo U1 Yd,
| _ (% y
M@= M(Q) _(ty M(Q))
Yd,

ol M(Q) est la matrice de () dans le sous-espace Fgl, qui est de rang r; par hypothese.
Les matrices M ((Q)1) et M (Q) sont symétriques car Q1 et () sont symétriques. Calculons
le rang de la forme ).

Il y a deux cas : si le vecteur y est linéairement indépendant des lignes de la matrice
M(Q), alors la matrice (ty M (Q)) est de rang r; + 1, et quelque soit la valeur de yy, le
vecteur (yo y) est linéairement indépendant des lignes de (ty M (Q)) Par conséquent,
la forme (), est de rang r; + 2. Calculons le nombre de tels prolongements ); : il y a ¢™
choix du vecteur y au total, dont ¢"* sont tels que y est combinaison linéaire des lignes de
M(Q) ; e nombre 3, peut étre choisi arbitrairement. Il y a donc ¢(¢% — ¢™) de telles Q.

En revanche, si le vecteur y est combinaison linéaire des lignes de la matrice M (Q),
avecy = AM(Q), ot A = (A,--+, Ag,), alors la matrice ('y M(Q)) est de rang .
Dans ce cas le rang de ()7 dépend de la valeur de ¥, :

Si on a égalité 1y = Ny = Zf;l Aiy;, alors le Vecteur(yo y) est combinaison li-
néaire des lignes de (ty M (Q)), et alors la forme (), est de rang ;. Le nombre de tels
prolongements (), est le nombre de choix du vecteur A, qui est donc égal a ¢".

Sionayg # Ay, alors la forme (), est de rang 7 + 1. Le nombre de tels prolongements
(21 est le nombre de choix du vecteur \, multiplié par le nombre du choix de y,, donc vaut
(¢—1)q"

Finalement, on obtient le résultat en combinant tous ces 3 cas.

U

En conséquence, le nombre Cg(dy + 1,79, dy,71) ne dépend que des parametres dy,r,
et 1. Par récurrence sur dy — d;, on peut montrer que le nombre Cg(ds, 79, dy,71) ne
dépend que des parametres ds,rs,d; et rq, et non pas de la forme () choisie. On note alors
C(d2> T2, dla Tl)(Q) = CQ(d27 T2, dla T1)~



26 DENOMBRABILITE POLYNOMIALE DES HYPERSURFACES DE GRAPHE

11 est facile de vérifier la relation suivante :

2
C(dz, 19, d1,11)(q) = Zc(d2ﬂ”27d1 + 1,1+ 5)(q)C(di + 1,71 + 4, di, m1)(q)-
=0
On a le corollaire suivant, qui se démontre par récurrence et a 1’aide des formules
précédentes :

Corollaire 3.16. /) La fonction q — C(da, 19, d1,71)(q) est polynomiale.
2)8i C(dy,ro,dy,1m1)(q) # 0, alorsonady > re, dy 211 et0 < rp <1y <1 +2(dy—
dy).

4. LES SCHEMAS D’INCIDENCE

Comme on I’a déja mentionné dans 1’introduction, les schémas d’incidence jouent un
role intermédiaire entre les schémas Zg et la théorie des matroides. Dans ce chapitre
on donne d’abord leurs définitions, avant d’établir un certain nombre de relations entre
leurs fonctions de comptage, appelées formules de réduction, et enfin on verra que le R-
module engendré par ces fonctions de comptage est inclus dans CGraphs,, le R-module
engendré par les fonctions |Zg|.

A partir de ce chapitre, on travaille uniquement sur des graphes simples.

4.1. Définitions et propriétés élémentaires.
Dans cette section on note G un graphe simple et n le nombre de sommets de G.

On définit d’abord les schémas d’incidence. Ce sont des objets géométriques définis
par une stratification par le rang, et dont la forme ressemble a la matrice d’incidence d’un
graphe. La définition se fait sur un schéma de base northérien S quelconque, mais notre
intérét principal est le cas S = Spec Z.°

Définition 4.1. Soient S un schéma noethérien et W un O g-module localement libre. Soit
G = (V,E) un graphe simple, dont on numérote les sommets par V- = {vy,--- ,v,}.
Pour 1 < @ < j < n on note (i,j) l'aréte reliant les deux sommets v; et v;. On note
U(G) = E(G) l’ensemble des arétes (i, j) dans G.

On définit Aq(W) comme le sous-schéma fermé du schéma Sym W x Fun(V, W) qui
en représente le sous-foncteur T' — {(Q, f) € Sym Wrx Fun(V,Wr) | Q(f(v:), f(v;)) =
0si(i,7) € ¥(G)}

On définit aussi Ag(W,r, k) = Ag(W)N(Sym,. (W) x Funy(V, W)) par Iintersection
schéma-théorique, appelés les schémas d’incidence.

Lorsque S = SpecZ, onnote Ag(s) = Ac(O%,.. 7) et Aa(s, 1, k) = Ac(O%pe 2,7, k).

Remarque 4.2. Explicitement, si /& est un corps, Ag(s)(K) est I’ensemble des couples
(@, f), ou @ est une forme bilinéaire symétrique sur K* et f : V' — K* est une ap-
plication, tels que Q(f(v;), f(v;)) = 0 si v; est relié a v; dans G ; Ag(s,r, k)(K) est
I’ensemble des couples (Q, f) € Ag(s)(K), ou de plus @ est de rang r et f de rang k.

9. En fait la définition générale peut servir lorsqu’on travaille dans GeoMot.
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On voit facilement que les schémas A (s, r, k) forment une stratification de Ag(s) par
les rangs de ) et f.

Le schéma Ag(s,r, k) est vide sauf si 0 < k < net0 < r,k < s. On a par exemple
Ag(s,m,0) = Sym; et Ag(s,0,k) = Fung(V, O, 7). Par conséquent les fonctions de
comptage |Ag(s,r,0)| et |Ag(s,0, k)| sont dans Z[q]|.

On travaille sur les A(s,r, k) dans la suite de ce chapitre, et le schéma de base sera
désormais pris S = Spec Z.

Rappelons qu’on a défini Zg = Zg,, qui est le sous-schéma fermé de Sym;: défini par
les équations y;; = 0 pour tout (7, j) € ¥(G). Alors le schéma Ag(n,n,n) estlié a Zg
via le lemme suivant :

Lemme 4.3. On a un isomorphisme Ag(n,n,n) ~ Zg X GL,,.

Démonstration. Ona G L, = Fun,(V, 0%, ;). Onaune application (Q, ) — (f'Qf, f)
de Ag(n,n,n) vers Zg x GL,, ou f" est la transposée de f, qui est un isomorphisme.
O

Rappelons que ’anneau R est la localisation de I’anneau Z[q| par rapport aux éléments
q etles ¢* — 1, et CGraphs, est le sous-R-module de CMot engendré par les fonctions
|Zc|- En conséquence, le Lemme 4.3 implique qu’il est égal au R-module engendré par
les fonctions de la forme |Ag(n,n,n)|.

Maintenant on définit 3 types de schémas spéciaux : pour s € N, on pose

KG’(S) = AG(Sv 575)7

Ja(s) = U Ag(s, s, k),
k=0

Hg(s) = Ag(n, s,n).

Les schémas K et H¢ sont auxiliaires, et on s’intéresse surtout au schéma .J, qui s’in-
terprete comme suit : si K est un corps, Jo(s)(K) est ’'ensemble des (@, f) € Ag(s)(K),
avec () une forme bilinéaire symétrique sur & ® non dégénérée. Le but principal de ce cha-
pitre est d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 4.4. Pour tout graphe G et tout s € N, la fonction |Jo(s)| est dans CGraphs,.

Ce que I’on va faire est de démontrer un résultat plus général. Pour cela on introduit la
notion du module d’un graphe :

Définition 4.5. Soit G un graphe et t € N. On définit M (G), le module du graphe G,
comme le R-module engendré par les fonctions |Ag(s,r, k)|, pour s,r, k € N.

Alors on voit facilement que la Proposition 4.4 est une conséquence du résultat suivant :
Proposition 4.6. Pour tout graphe G, le module M (G) est inclus dans CGraphs,.

Le reste de ce chapitre sera consacré a la démonstration de la Proposition 4.6.
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4.2. Formules de réduction.

On note GG un graphe fini dont V' est I’ensemble des sommets. Dans cette section nous
étudions le lien entre les fonctions de comptage des schémas Aq(s, 7, k), lorsque les pa-
rametres s, r et k£ varient. La méthode principale consiste a trouver des stratifications d’un
schéma puis sommer les strates. On établira ainsi un certain nombre d’équations appelées
formules de réduction.

Comme on va établir des égalités entre les fonctions de comptage des schémas, il sera
de méme de démontrer les égalités entre les cardinaux de I’ensemble des IF;-points de ces
schémas pour tout ¢ € Q. On notera dans la suite ¢ un élément dans Q.

Soit W = IF;. Par définition, on sait que Ag(s,r, k)(IF,) est I'ensemble des couples
(@, f), ou  est une forme bilineaire symétrique sur W de rang r et f est une fonction de
V vers W telle que (f(V)) est de dimension r, qui vérifient la condition Q(f (v), f(w)) =
0 si v et w sont deux sommets connectés dans G.

Rappelons que C/(dy, 72,d1,71)(q) est le nombre de prolongements d’une forme bili-
néaire symétrique sur Fgl de rang r; en une forme bilinéaire symétrique sur FgQ de rang
T2, qui ne dépend pas de la forme choisie et est un polynéme en q.

On a d’abord la formule suivante, qui relie les |Ag (s, r, k)| aux |Ag(k, j, k)| :

Proposition 4.7. On a I’égalité

k
|[Ac(s,m, k)| = |Gr(k, )| Y Cls,r.k, )| Aa(k, 4, k).

7=0
Démonstration. On considere I’application
¢: Ag(s,r k) (F,) — Gr(k,s)(F,)
(@, f) = {(f(V)).

Soit U un sous-espace de 1/ de dimension k. On note Ag(s,r, U) la fibre de ¢ au-
dessus de U, etona Ag(s,m,U) = {(Q, f) € Ac(s,r,k)(F,) | (f(V)) =U}.

Comme le groupe G'L((F,) agit transitivement sur Gr(k, s)(F,), on sait que toutes les
fibres ont le méme cardinal. On a alors

(8) #Aq(s,r k)(F,) = #Gr(k,s)(F,) #Ac(s,r,U).

Calculons maintenant le cardinal de Ag(s,r,U). Soit Ag(s,r,U,j) = {(Q,[f) €
Ac(s,m,U) | Qu estderang j}. Pourles 0 < j < s, les ensembles Ag(s,r, U, j) forment
une partition de I’ensemble A (s, 7, U). Et alors

k

(9) #AG(87T7 U) = Z#AG(S,T’, U?])

j=0
On a cette fois une application induite par la restriction sur le sous-espace U :
¢ : AG(S7 r, U)]) — AG(kaja k)(Fq)
(Qaf) = (Q|U7f)
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La fibre de I’application ) au-dessus de n’importe quel point est de cardinal C(s, r, k, 7)(q),

et alors on a

(10) #Ag(s,r, Uaj) = C(S,T‘, k,j) #AG<k7j7 k)GFQ)

La proposition découle alors des équations (8), (9) et (10).
O

Remarque 4.8. 1) Comme le nombre C(s, 7, k,j) est nul si j > r, la sommation est
portée sur les indices vérifiant la condition j < min(k,r).
2) Le point clé dans la preuve précédente est la stratification par le rang de ()|;y. Dans

le résultat suivant on verra une autre stratification par le rang de f.

On a une autre formule de réduction qui relie les |Ag(s,r, k)| aux [Ag(r, 7, k)| :

Proposition 4.9. On a I’égalité

|Ag(s,r k)| = |Gr(r,s)| qu(‘;_r”Homk_l(n —1l,s =) |Ag(r,r,1)|.

=0

Démonstration. On considere 1’ application suivante

€ Ag(s,m k)(Fy) = Gr(s —r,s)(F,)
(@, f) = Ker(Q).

Soit U un sous-espace de IV de dimension s — r. On note Ag(s,r,k)y la fibre de &
au-dessus de U, eton a Ag(s, 7, k)y = {(Q, f) € Ac(s,r, k)(Fy) | Qu = 0}.
Comme le groupe G'L4(F,) agit transitivement sur Gr(s — r, s)(F,), on sait que toutes

les fibres ont le méme cardinal. On a alors

(11) #Aq(s,r k)(Fy) = #Gr(s —r,s)(Fy) #Aa(s,r k)u.

Calculons maintenant le cardinal de Ag(s,r, k)y. Soit T = W/U I’espace quotient,
avec I’application canonique 7 : W — T'. Soit ) une forme bilin€aire symétrique sur
W de noyau U, alors () se réduit en une forme bilinéaire symétrique non dégénérée @

sur T'. L’application () — () est une bijection entre 1’ensemble des formes bilinéaires

symétriques sur I/ de noyau U et I’ensemble des formes bilinéaires symétriques non

dégénérées sur 1.

Soit Ag (s, 7, k) = {(Q, f) € Aa(s,r,k)(F,) | (o f)(V) est de dimension {}. Pour
0 <1<, les Ag(s,r, k), forment une partition de I’ensemble A (s, 7, k)y. Et alors

r

(12) #HAc(s,r k) =Y #Ac(s,r k)u,.

1=0
On a I’application de réduction suivante :
X Ac(s,r k) — Ag(r,r, 1) (F,)
(@, f) = (Q 7o f).
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Soit (Q, g) € Ag(r,r,1)(F,). Comme la forme () est uniquement déterminée par (), la
fibre de  au-dessus de (Q, g) est en bijection avec I'ensemble A = {f : V — W | rof =
getdim(f(V)) = k}.

Les f € A peuvent s’écrire en une matrice s * n sous la forme :

[ n-1
r A B
s—r\C D )’
ou les r premieres lignes (i.e. A et B) décrivent la fonction g avec A de rang [, et la
condition dim(f(V')) = k est équivalente au fait que la matrice D estderang k —[. Il y a

¢'~") choix de C, et D peut étre choisie dans Homy,_;(n — I, s — r)(FF,). Donc A est de
cardinal ¢'*~") #Homy_;(n — I, s — r)(F,). Et alors on a

(13) #AG’(Sa r, k)U,l = ql(S_T) #Homk—l(n - l7 s — T) (Fq) #AG(Tv r, l)<]Fq)
La proposition découle alors des équations (11), (12) et (13). U

Corollaire 4.10. On a I’égalité
|Ac(s,r,s)| = qr(s_’”)\Gr(r, s)| |Homs_(n —r,s —7r)| |[Ag(r,r, )|

Démonstration. Dans la Proposition 4.9, on prend £ = s. Dans la sommation de la for-
mule, pour avoir un terme non nul, il faut! < rets—1[ = k—1 < s—r, et alors forcément
[ = r. Le résultat en découle.

O

Rappelons que DG est le graphe obtenu en rajoutant un sommet disjoint a G. On a une
derniere formule de réduction, qui relie les schémas d’incidence associés a GG avec ceux
associés a DG :

Proposition 4.11. On a [’égalité
|Apa(s,m, k)| = ¢"|Ac(s,r, k)| + (¢° — " V| Ag(s,r k — 1)].

Démonstration. Notons v le sommet rajouté a G pour construire DG. On a V(DG) =
VU {v}.
Soit (@, f) € Apc(s,r, k)(F,). Alors dim(f(V(DG))) = k, donc dim(f(V')) vaut k
ou k£ — 1. On obtient facilement le résultat en faisant le comptage dans les deux cas.
4

4.3. Relations entre )M (G) et les schémas K (s), Jo(s) et Hg(s).

Soit G un graphe. On rappelle que par définition, Ks(s) = Aa(s,s,s), Ja(s) =
Ui_oAc(s, s, k) et Ha(s) = Ag(n,s,n), et M(G) est le R-module engendré par les
fonctions de la forme |Ag(s,r, k)|. Dans cette section on va appliquer les formules de
réduction : on montre d’abord que la fonction de comptage de chacun de ces 3 types de
schémas engendre M (G), ce qui légitimise un interchangement des 3 ; par un raisonne-
ment par récurrence, on montre dans la Proposition 4.20 que la fonction de comptage de
tout schéma d’incidence est une combinaison linéaire des éléments | Zs|, | Zpg], - - -

On commence par définir une filtration sur M (G) :
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Définition 4.12. Soit t € N. On note M(G); le sous-R-module de M (G) engendré par
les fonctions de la forme |Ag(s,r, k)|, avec s < t et pour tout (r, k). On dit que les
éléments dans M (G) sont de niveau < t.

Par cette définition, on a une filtration de sous-R-modules de M (G) :
R=MGycCcMG)C---CMG);C---.

Mais on peut dire mieux sur cette filtration : il résulte de la Proposition 4.7 que |Ag (s, r, k)|
est combinaison linéaire a coefficients dans Z[q| des éléments de la forme |Aq/(k, j, k)|,
etdonc on a |Ag(s, 7, k)| € M(G)y, i.e. la fonction |Ag(s,r, k)| est de niveau < k. Or le
schéma Aq(s,r, k) est vide pour k£ > n, donc tout élément de M (G) est de niveau < n,
i.e. la filtration précédente est finie, et on a

On peut encore dire mieux, avec le lemme suivante :
Lemme 4.13. On a |Aq(s,r, k)| € M(G)g, avec d = min(s,r, k).

Démonstration. 11 suffit de montrer que |Ag(s,r, k)| € M(G),. Par la Proposition 4.7,
la fonction |Ag(s,r, k)| est combinaison linéaire a coefficients dans Z[g] des éléments
de la forme |Ag(k, j, k)|, avec j < r. Et par le Corollaire 4.10, on a |Ag(k,j, k)| =
0;|Ac(4,7,7)|, ou o; € Zlq]. Le résultat en découle.

O
Comme Aq(7,7,7) = Kg(j), le méme argument montre aussi un autre résultat :

Proposition 4.14. Le module M (G), est égal au R-module engendré par les |Kq(s)
pour les s < t.

>

En particulier, le module M (G) est engendré par les | K¢(s)|. En fait, le module M (G)
est aussi engendré par les |.J;(s)| et respectivement par les |Hg(s)]| :

Proposition 4.15. a) Le module M (G); est égal au R-module engendré par les | J;(s)
pour les s < t.
b) Le module M (G); est égal au R-module engendré par les |Hg(s)

>

, pour les s < .

Démonstration. a) On sait que Jg(s) = Kg(s) U (Ui_jAc(s, s, k)), ol la réunion est
disjointe. Par la Proposition 4.14, on sait que |J;(s)| = |Kg(s)| modulo M (G)s_;. Le
résultat se montre alors par récurrence sur le parametre s.

b) Par le Corollaire 4.10, on a |Hg(s)| = o|Kg(s)|, o o € S. Le résultat découle alors
de la Proposition 4.14.

4

En particulier, le R-module M (G) est engendré respectivement par les |Ji(s)| et les
[Ha(s)]-

On a aussi les deux lemmes suivants, qui donne les relations qui permettent de relier
respectivement les schémas Ji(s) et Hg(s) d’un graphe G avec les mémes schémas défi-
nis pour le graphe DG.



32 DENOMBRABILITE POLYNOMIALE DES HYPERSURFACES DE GRAPHE

Lemme 4.16. Soit G un graphe. On a I’égalité
[pa(s)| = ¢°lJa(s)]

Démonstration. On a I’application suivante, qui prend la restriction d’une fonction f sur
V(G) :

Ipa(s)(Fy) = Ja(s)(Fy)
(@, f) = (@, five)-

Comme le graphe DG n’est rien d’autre que la réunion de GG et d’un sommet disjoint,

il est facile de voir que la fibre au-dessus d’un point quelconque est isomorphe a [F?, et le
résultat en découle.

O

En corollaire du lemme précédent, il se trouve que pour tout graphe G, les graphes G
et DG engendrent le méme module :

Corollaire 4.17. Pour tout graphe G on a I’égalité M (DG) = M(G).

Démonstration. D’aprés la Proposition 4.15, les |J(s)| engendrent M (G). D’apres le
Lemme 4.16, les fonctions |Jg(s)| et |Jpg(s)| different d’un élément dans le systeme
multiplicatif S. Donc on a M (DG) = M(G).

U

Lemme 4.18. Soit G un graphe a n sommets. Soit r tel que r < n + 1. Posons
ac(r) =¢"*" (""" = 1),
ba(r) = ¢ " = 1)(g — 1),
ca(r) = q"(@" = 1)@ = ¢,
Alors on a l’égalité
|Hpa(r)| = ag(r)|Hg(r)| + ba(r)|Ha(r — 1)| + ca(r)|Hg(r — 2)|.

Démonstration. On insere la valeur s = £ = n+ 1 dans la Proposition 4.11, ce qui donne
la formule

[Hpa(r)| =|Apc(n+ Lrn+ 1) = (¢"" = ¢")|Ac(n + L, n)|.

Calculons alors le terme |Ag(n + 1,7,n)|. On insere la valeur s = n + 1, kK = n dans
la Proposition 4.7, ce qui donne

[Ag(n +Lrn)| = |Gr(n,n+1)] Y Cln+1,r,n,7)|Ac(n, j,n)|.

J=0

On sait que |Ag(n + 1,r,n)| = qn;_ll_ L D’autre part, d’aprés la Proposition 3.15, on

aC(n+1,rn,7) = 0sauf pour j = r, 7 — 1 ou r — 2. Donc la formule précédente se
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réécrit :
n+1 1
|Ac(n+1,7,n)| = &

qg—1
+ (g™ = ¢ HAg(n,r = 2,m)))
=1 q = L (| Ha)| + (¢ — ¢ Halr = )] + (¢ = ¢ ) Halr —2))])

Le résultat découle facilement des formules précédentes.

(¢"[Ac(nr,n)| + (¢" = ¢ )| Ag(n,r = 1,n)|

g

Remarque 4.19. Les polynomes a¢(7), bi(r) et c(r) sont non-nuls puisque < n + 1,
et alors ils sont dans le systeme multiplicatif S.

Maintenant on est prét a démontrer le théoreme principal de ce chapitre :

Proposition 4.20. Pour tout graphe G, on note N(G) le R-module engendré par les
fonctions | Zprg| pour k = 0. Alors on a I’égalité N(G) = M(G).

Démonstration. Dans la preuve on ne considére pas un graphe fixé au préalable et on
va faire varier le graphe, et donc on note n¢ le nombre de sommets d’un graphe G par
convention.

Montrons d’abord I’inclusion N(G) C M (G). Rappelons que le Lemme 4.3 dit qu’il
existe un isomorphisme K (ng) = Ac(ng, ng,ne) ~ Zg X GL,,. Donc on a |Zg| €
M (G) pour tout graphe G. Et par le Corollaire 4.17, on a M (G) = M(DG) = --- =
M(D*@), etdonc on a | Zpk| € M(D*G) = M(G) pour tout k& > 0. D’ou I'inclusion
N(G) c M(G).

L’inclusion inverse M (G) C N(G) est plus subtile. D’apres la Proposition 4.15, comme
les | Hg(s)| engendrent M (G), il suffit de montrer que pour tout s, on a |Hg(s)| € N(G).
On va montrer 1’assertion suivante, qui permet de conclure : soit j € N, alors pour tout
graphe Gettouti € Ntel que 0 < i < j,ona |Hg(ng —i)] € N(G).

On procede par récurrence sur I’entier 7. Si j = 0, on a ¢ = 0 aussi. Mais on sait que
Hg(ng) = Kg(ng) etdone |Hg(ng)| € N(G). Donc I’assertion est vraie pour j = 0.

Supposons I’assertion vraie pour j. On insere la valeur r = ng — (j — 1) dans le
Lemme 4.18, et on a

|Hpg(na—(j—1))| = ac(r)|He(ng—(j—1))|[+ba(r)|Hg(ng—j)|+ca(r)|Ha(ng—(j+1))].

Par hypothese de récurrence, les trois premiers termes sont dans N ((), donc le dernier

aussi. On sait que cg(r) € S est inversible, et donc |Hg(ng — (j + 1))| € N(G), pour

tout graphe (. Par récurrence, 1’assertion est vraie pour tout a, ce qui acheve la preuve.
g

Par définition, CGraphs, est le R-module engendré par les fonctions |Z;| pour tous
les graphes G. Donc N (G) C CGraphs,, et avec la Proposition 4.20 on a ainsi démontré
la Proposition 4.6, qui implique la Proposition 4.4, résultat dont on se servira plus tard.

Remarque 4.21. Résumons ce qu’on a obtenu au niveau effectif :
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Soit G un graphe a n sommets. D’apres la Proposition 4.15, pour tout 0 < ¢ < n, la
fonction |J;(s)| est combinaison a coefficients dans R des fonctions |Hg(s)|, |Ha(s —
1)|,---,|Hg(0)]. Or la démonstration de la Proposition 4.20 montre par récurrence que,
pour tout 0 < ¢ < ng, la fonction |H(t)| est combinaison linéaire a coefficients dans S
des fonctions | Z¢|, | Zpgl|, - - , | Zpn-tq|. On en déduit que la fonction |J(s)| est combi-
naison linéaire a coefficients dans R des fonctions |Z¢|,|Zpg|, - - , |Zpnc|- En particu-
lier, on a |J;(s)| € CGraphs,.

5. LA THEORIE DES MATROIDES

5.1. Définitions et propriétés élémentaires.

Le matroide est un objet combinatoire, qui généralise la notion de dépendance linéaire
dans un espace vectoriel. Il existe plusieurs facons de présenter cette notion combinatoire,
et on choisit la démarche de la fonction de rang, ce qui est adapté a notre cadre : on
I’utilisera pour comprendre le théoreme d’universalité de Mnéyv, apres avoir établi un lien
entre les matroides et les graphes dans le langage des schémas d’incidence.

Notations 5.1. Si K est un corps et Y est un sous-ensemble d’un K -espace vectoriel F’,
on note (Y") le sous- K -espace vectoriel de F' engrendré par I’ensemble Y.

On commence par définir les fonctions de rang partiellement définies :

Définition 5.2. Soient V' un ensemble fini, U C P(V) et m une fonction U — N. On dit
que T est une fonction de rang partiellement définie (FRPD) sur V, et U = dom(m) est
le domaine de .

Une fonction de rang totalement définie (FRTD) sur V est une FRPD 7 sur V dont le
domaine est P(V') tout entier. Le nombre w(V') est le rang de la fonction .

La notion de matroide est plus exigeante, avec un certain nombre d’axiomes de plus :

Définition 5.3. Soit V un ensemble fini. Une fonction de rang sur V est une FRTD p sur
V' vérifiant les axiomes suivants :

1) Pour tout X C 'V, p(X) < #X (p est bornée par le cardinal).

2) Pourtout X CY CV, p(X) < p(Y) (p est croissante).

3) Pour tout X, Y CV, p(X NY) +p(X UY) < p(X) + p(Y) (p vérifie le théoréme
du rang).

Un matroide (fini) est la donnée d’un couple (V, p), oi V' est un ensemble fini et p est
une fonction de rang sur V.

On a la notion de représentabilité, avec laquelle on peut voir les matroides comme une
généralisation des matrices :

Définition 5.4. Soient V un ensemble fini, m une FRPD sur V, K un corps et s € N. Soit
f une fonction V-— K?®. On dit que f est une représentation de 7 sur K dans K?* si tout
W e dom(r), m(W) = dimg(f(W)), et qu'une FRPD est représentable sur K si elle
admet une représentations sur K dans un certain K. '°

10. Notons que I’on peut se restreindre a s < # V. Mais en fait, comme on le verra dans la Remarque 5.8
plus bas, la dimension s joue un rdle peu important.
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Un matroide est dit représentable sur K si sa fonction du rang, vue comme FRPD, est
représentable sur K.

L’intérét des axiomes pour définir un matroide est dans ses représentations, par le
lemme suivant :

Lemme 5.5. Une FRTD qui est représentable sur un corps est une fonction de rang.

La preuve est une simple vérification des axiomes d’un matroide et est laissée en exer-
cice.

Remarque 5.6. La représentabilité dépend effectivement du corps de base choisi : un
exemple célebre est les matroides de Fano et d’anti-Fano. Pour chacun des deux on consi-
dere une FRPD 7 sur un ensemble V' de cardinal 7, dont le domaine est I’ensemble des
sous-ensembles de V' de cardinal 3, définie comme suit : pour tout {A, B,C'} C V, on
définit

2si A, B, C sont alignés

3 sinon,

7({A,B,C}) =

ou les relations d’alignement est exprimé par les deux dessins ci-dessous (les trois points
sur le cercle sont considérés aussi comme alignés). Une telle FRPD se prolonge de fagon
unique en un matroide de rang 3.

Le matroide de Fano Le matroide d’anti-Fano

Le matroide de Fano n’est représentable que sur les corps de caractéristique 2, tandis
que le matroide d’anti-Fano est représentable uniquement sur les corps de caractéristique
différente de 2. La somme directe d’'un matroide de Fano et d’un matroide d’anti-Fano
(dont la fonction de rang est canoniquement définie comme la somme des deux fonctions
de rang) est un exemple de matroide qui n’est représentable sur aucun corps. !

Afin d’étudier la représentabilité et les représentations d’un matroide, on introduit la
définition schématique suivante :

11. En général, le probleme de déterminer si un matroide est représentable sur un corps fini donné est
algorithmiquement difficile, et la représentabilité ne dépend pas uniquement de la caractéristique du corps.
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Définition 5.7. Soient V un ensemble fini, m une FRPD surV et s € N. On définit L(m, s)
comme le sous-schéma de Fun(V,s) formé de ’ensemble des f € Fun(V,s) telles que
pour tout W € dom(r), la restriction de f a Fun(W, s) est dans Funay)(W, s).

Lorsque M = (V,p) est un matroide de rang r, on note X(M,s) = L(p,s), et
X(M)=X(M,r).

Si K est un corps, I’ensemble des K-points L(m, s)(K) s’identifie a I’ensemble des
représentations de 7 dans /°, donc la définition précédente est juste une transcription de
la représentabilité dans le langage schématique.

Remarque 5.8. 1) Soit M un matroide de rang . Comme une représentation de M dans
K* a toujours son image inclus dans un sous K -espace vectoriel de dimension r, en
comptant le nombre de tels sous-espaces, on obtient | X (M, s)| = |Gr(r,s)| | X(M)|,
et donc ’ensemble X (M, s)(K) est non-vide si et seulement si s > r et que M est
représentable sur K.

2)SiV C W,etm, 7’ sont deux FRPDs respectivement sur V' et W/, tels que 7’ prolonge
7 (i.e. si dom(m) C dom(r’) et my,, ) = 7), alors on a naturellement un morphisme de
schémas L(7’,s) — L(m,s).

Dans le module CMot, on peut définir un sous-module de fonctions pour tous les
matroides :

Définition 5.9. On définit CMatroids comme le sous-R-module de CMot engendré
par toutes les fonctions de la forme | X (M)|, oit M parcourt I’ensemble des matroides.

De méme maniére, on définit CERPD (respectivement CFRTD) comme le sous-R-
module de CMot engendré par toutes les fonctions de la forme |L(7, s)|, oit m parcourt
I’ensemble des FRPDs (respectivement FRTDs) et s € N.

Remarque 5.10. D’aprés la Remarque 5.8, on a | X (M, s)| = |Gr(r,s)| | X (M)], avec
|Gr(r,s)| € S. Par conséquent CMatroids est le sous-R-module de CMot engendré
par toutes les fonctions de la forme | X (M, s)].

On termine cette section avec la proposition suivante, qui efface la différence entre
matroides et fonctions lorsque 1’on parle du module de fonctions de tous les matroides :

Proposition 5.11. On a I’égalit¢e CFRPD = CFRTD = CMatroids.

Démonstration. Par définition on sait que CFRPD D CFRTD D CMatroids. On
montre que les deux inclusions sont des égalités.

Soient 7 une FRPD sur un ensemble fini V, K un corps et f € L(m,s)(K). Notons
P(m) I’ensemble des prolongements de 7 en une FRTD sur V. Considérons la FRTD p
sur V' définie par p(W) = dimy (f(W)). Clairementona p € P(w), et f € L(p, s)(K).
De plus, si p et p’ sont deux prolongements différents dans P(r), alors les ensembles
L(p,s)(K) et L(p,s)(K) sont disjoints. On en déduit que les ensembles L(p, s)(K),
ou p parcourt P(r), forment une partition de 1’ensemble L(7, s)(K). En particulier, en
prenant K les différents corps finis, on obtient 1’identité

L) = 3 |L(p.s)l,

pEP(m)
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ce qui montre la premiere égalité.

La deuxieme égalité découle du Lemme 5.5 : si p est une FRTD telle que la fonction
|L(p, s)| est non nulle, alors p est représentable sur un corps et donc ¢’est une fonction de
rang.

O

Dans la suite on travaille surtout avec les FRPDs.

5.2. Lien avec la théorie de graphes.

Dans cette section, on va appliquer les outils de la théorie des matroides développés
dans la section précédente afin de les relier a la théorie de graphes. Dans cette section on
démontre I’inclusion CMatroids C CGraphs,.

Définition 5.12. Soient G un graphe, m une FRPD sur V (G) et s € N. On définit Jo(m, s)
comme le sous-schéma de Ji(s) formé de I’ensemble des couples (Q, ) € Ja(s) tels que
pour tout W € dom(w), la restriction de f a Fun(W,s) est dans Funw)(W,s), i.e.
fiw est de rang ©(W).

Notons qu’en particulier, lorsque dom(7) = (), on a Jg (7, s) = Ja(s).

La définition précédente permet de rajouter de I’information matroidale aux schémas
d’incidences Jg(s). Et inversement, on peut aussi établir des propriétés des matroides via
la récurrence sur les graphes. Cette section est essentiellement consacré a I’étude des liens
entre ces deux aspects.

Dans un cas particulier, lorsque le graphe G est discret, le schéma J(7, s) est directe-
ment relié aux matroides par le lemme suivant :

Lemme 5.13. Soient V un ensemble fini, m une FRPD sur V et s € N. Si on note GG le
graphe discret (V,()), alors on a I’égalité :

[ Ja(m, s)| = [SymZ| |L(x, 5)].

Démonstration. Par définition, si G est un graphe discret, on a Ji(s) = Symix Fun(V, s),
car dans le couple (Q, f), le choix de la forme bilinéaire symétrique () est indépendant de
celui de la fonction f. De méme on a J (7, s) = Sym? x L(7, s), ce qui donne le résultat
par un comptage de points.

g

On a le lemme suivant qui, via une construction de graphes, donne une formule de
réduction pour les matroides :

Lemme 5.14. Soient G un graphe, U un sous-ensemble de P(V (G)) et H € P(V(G)) \
U. Soit m une FRPD sur V(G) de domaine U. Soit s € N. Pour 0 < i < s, on note
m; l'unique prolongement de m en une FRPD sur V(G) de domaine U U {H } telle que
mi(H) =s—1.

Pour toutt € N, on construit un graphe GGy comme suit : on rajoute t nouveaux sommets
Y1, Y a G, et chacun des y; est connecté exactement aux sommets dans H. Autrement
dit, sionnote Y = {yy,--- ,yt},onaV(G;) = V(G)UY et E(Gy) = E(G)U{ey | h €
HyeY}.
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Ainsi le graphe G est un sous-graphe de G;. Donc la fonction w peut étre vue canoni-
quement comme une FRPD sur V (G).

Alors on a I’égalité suivante :

e, (m,5) = > ¢ Ja(m, 5)l.
i=0
Démonstration. On va d’abord stratifier le schéma Jg, (7, ) et puis compter le nombre
de points sur chaque strate.

Soit Jg,(7,5)i(F,) = {(Q, f) € Ja(n,s)(F,) | dimg, (f(H)) = s — i}. Alors les
Ja,(m,5)i(F,), pour 0 < ¢ < s, forment une stratification de ’ensemble des F,-points
de Js(m,s) selon la dimension de I’espace engendré par f(H). On a donc 1’égalité
#la(m, s)(Fq) = 3o #Ja, (T, 5)i(Fy).

Comme 7;(H) = s — i, I’application de restriction suivante est bien définie :
Ja(m,5)i(Fy) = Ja(mi, s)(Fy)
(Q, f) = (@, fiv)

La fibre au-dessus de chaque point est isomorphe a F? : en effet, pour retrouver la
fonction f a partir de la donnée de fjy(¢), il faut choisir chaque f(y;), qui doit étre
dans I’orthogonal de (f(H)), qui est isomorphe a F.. On a alors #.Jg, (7, 5);(IF;) =
q""#Jq(m;, s)(F,), et le lemme en découle. O

Apres avoir vu des liens avec les graphes, on a maintenant des outils pour démontrer le
résultat principal de ce chapitre, qui montre que le module CGraphs, contient au moins
la classe des fonctions |Js (7, s)]| :

Proposition 5.15. Pour tout graphe G, toute FRPD 7 sur V (G) et tout s € N, la fonction
|Ja (7, s)| est dans CGraphs,. 2

Démonstration. On procede par récurrence sur le cardinal de dom (7). Si dom(7) est vide,
on a Jg(m,s) = Jg(s) par définition, et le résultat provient de la Proposition 4.4 (ou de
maniere équivalente la Remarque 4.21).

Supposons que le résultat est vrai pour tout graphe G et toute FRPD 7 telle que #dom () <
a. Soit G un graphe dont V' (G) est I’ensemble des sommets. Soit W C P(V(G)) tel que
#W = a + 1. 1l suffit de montrer le résultat pour tout tel W et toute FRPD de domaine
wW.

Soit H € WetU =W \ {H}. Comme dans le Lemme 5.14, si 7 est une FRPD de
domaine U, pour 0 < ¢ < s, on note 7; le prolongement de 7 en une FRPD de domaine
W, avec m;(H) = s — i. Alors toute FRPD de domaine 1/ est s’exprime de fagon unique
sous la forme 7;, ou 7 est une FRPD de domaine U et 0 < ¢ < s. Ainsi, on peut fixer ™
une FRPD de domaine U, et il suffit de montrer le résultat pour toutes les FRPDs de la
forme 7;, 0 <7 < s.

12. Notons que cette méthode permet de montrer que les | Z¢| engendrent CMot comme R-module,
pour G graphe simple biparti (un graphe est biparti s’il existe une partition de son ensemble de sommets en
deux sous-ensembles W et W’ telle que chaque aréte ait une extrémité dans W et ’autre dans ).
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Le Lemme 5.14 dit que pour tout ¢ € N, onal'identité |Jg, (7, s)| = "7, ¢"|Ja(mi, s)|.
On obtient un systeme linéaire de s + 1 équations en faisant varier ¢ entre 0 et s, que I’on
sait résoudre par rapport aux inconnus |Jo(7;, s)| en inversant une matrice de Van der
Monde. Donc chaque fonction | Jg(7;, )| est combinaison linéaire des |Jg, (7, s)| a coef-
ficients dans Q(q). Or chaque fonction | Jg, (7, s)| est dans CGraphs, par hypothese de
récurrence, donc la fonction |Jo(7;, s)| aussi, ce qui achéve la preuve.

g

On sait que pour tout s € N, la fonction |Sym?| est dans S. Et alors on obtient le
résultat suivant comme corollaire du Lemme 5.13 et de la Proposition 5.15 :

Proposition 5.16. Soient V' une ensemble fini et m une FRPD sur V. Alors la fonction
|L(m, s)| est dans CGraphs,.

Par conséquent, on obtient une inclusion CMatroids = CFRPD C CGraphs..

Remarque 5.17. Résumons ce qu’on a obtenu au niveau effectif :

Soit V un ensemble fini et 7 une FRPD sur V. Le Lemme 5.13 dit que pour G = (V, ()
le graphe discret, on a |L(7, s)| = o|Jg (7, s)|, avec o € S.

Maintenant soit f une fonction dom(7) — {0,1,--- ,s}. On note G le graphe obtenu
apres les opérations successives suivantes : pour tout W € dom(r), on rajoute f(1V)
sommets, qui sont li€s uniquement aux sommets dans . Par exemple, si GG est le graphe
discret a deux sommets vy, vy, m est la FRPD w({v1}) = 1, 7({v2}) = 1, 7({v1, 12}) = 2,
et prenons f = 7, alors Gy est le graphe

(%1 (%

On note 7' ’ensemble des graphes Gy, qui est de cardinal (s+1)#2™(™_ Alors la Proposi-
tion 5.15 montre par récurrence la chose suivante : La fonction |J; (7, s)| est combinaison
linéaire a coefficients dans S des fonctions |J¢(s)], avec G’ € T.

En fin de compte, on obtient que la fonction |L(m, s)| est la combinaison linéaire a
coefficients dans S des fonctions |Ji/(s)|, ot la somme porte sur un ensemble de (s +
1)#dom(m) graphes G'.

6. LE THEOREME D’UNIVERSALITE DE MNEV

Dans ce chapitre on travaille dans le R-module GeoMot. On démontre que il est
engendré par les classes [L(7, s)] associées aux FRPDs, en utilisant le théoreme d’univer-
salité de Mnév suivant : °

Théoreme 6.1 (Mnév, Sturmfels). Soit X un schéma affine de type fini sur Z, alors il
existe un ensemble fini V', une FRPD 7 sur V' et un élément o € S tels que

o[X] = [L(~, 3)].

13. La version originale du théoréme d’universalité de Mnév porte sur la relation entre les matroides
orientées et les sous-ensembles semi-algébriques de R™, et ici on donne un énoncé dans notre cadre.
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Remarque 6.2. D’apres la Proposition 2.23, on sait que tout schéma de type fini sur Z
admet une stratification en schémas affines de type fini, donc le Théoreme 6.1 implique
I’égalité CMatroids = CMot (en descendant a CMot par I’application d’évaluation).
Avec la Proposition 5.16, cela implique directement le Théoreme 1.7.

6.1. Préliminaires.
On commence par des rappels d’un certain nombre de faits soit bien connus soit déja
vus précédemment :

Remarque 6.3. 1) Un faisceau inversible sur un schéma de base est un faisceau locale-
ment libre de rang 1.

Soit Sy un schéma, F et F' deux faisceaux localement libres sur Sy de rang respective-
ment e et f. Soit ¢ : £ — F un morphisme de Og,-modules. On dit que 1) est de rang
si son image est localement libre de rang r, et son conoyau est localement libre de rang
f — r. Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas ou le rang de F’ est 3.

On travaille sur le schéma de base Spec Z, et on identifie un schéma avec le foncteur
qu’il représente. On note pour la suite .S un schéma avec le morphisme canonique S —
Spec Z.

Par ailleurs, il est bien connu qu’un schéma vu comme foncteur est déterminé par ses
valeurs en les schéma affines, dont on peut se restreindre aux schémas affines, ou de
maniere équivalente aux anneaux commutatifs. On note pour la suite /2 un anneau com-
mutatif unitaire avec le morphisme canonique Spec R — Spec Z.

2) Rappelons que si V' est un ensemble fini, on a
Fun,(V,3)(5) = {¢ : Og — O% | rang(y) = r}.

Si W C V, onnote ¢y la restriction de ¢» 2 OF . On peut méme regarder le morphisme 1
composante par composante : dans le cas particulier oul IV est un singleton, on a I’égalité

Funy(W,3)(S) = {¢ : Og — O% | rang(v)) = 1} ~ P% x G, 5.

D’ou un isomorphisme Funi(W,3) ~ P? x G,,. En réalité, le groupe multiplicatif ne
joue aucun rdle, car il agit trivialement sur les faisceaux localement libres. Il suffit alors
de regarder le morphisme de projection Fun; (W, 3) — P2, qui est une fibration trivial de
fibre G,,,. Si 7 est une FRPD sur V' qui vaut 1 sur chaque singleton, on peut alors voir le
schéma L(7, 3) comme un sous-schéma de (P?)" x (G,,)", qui fibre trivialement sur un
sous-schéma L(, 3) de (P?)V de fibre (G,,)". On travaille désormais avec ces schémas
L(, 3) pour simplifier.

Dans la suite, on travaille avec des FRPDs qui valent 1 en chaque singleton. Notons que
dans ce cas, le groupe algébrique PG L(3) agit sur (P?)" par automorphisme, qui laisse
stable L(7,3), car un automorphisme de P? ne change pas les relations de dépendance
linéaire.

3) Rappelons que si S est un schéma, un facteur direct de O% de rang r est un sous-Og

module localement libre de rang r qui admet un supplémentaire localement libre de rang
3—r.
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On parle alors des S-points de P?, i.e. facteurs directs de OF de rang 1. Si un S-point
de P? est libre et est engendré par une section (a, b, ¢) de O%, on note encore (a, b, c) ce
S-point de P2, par abus de notation.

Une S-droite de P? est un facteur direct de OF de rang 2. Trois S-points de P? sur une
méme droite sont dits alignés.

Lorsque la construction est fonctorielle en le schéma .S, on parle de points et droites de
P2
6.2. L’espace de configurations de quadruplets de points en position générale.

Soit R un anneau. Les résultats de cette section sont relatifs aux R-points et fonctoriels
en ’anneau R.

On cherche d’abord a classifier les quadruplets de points de IP? en position générale, i.e.
dont tous les 3 points ne sont pas alignés. C’est le point de départ de notre construction.

On traduit cette condition en terme matroidal : soient Vy = {P;, P, P3, P,} et m la
FRPD sur Vj suivante : pour tous les ¢, j, k € {1, 2,3, 4} distincts, mo({ 2, P}, P, }) = 3.
Considérons le schéma L(7, 3) : en oubliant les conditions de non-alignement, on obtient
un morphisme d’inclusion canonique ¢ : L(mg, 3) — (P?)*, qui est une immersion ouverte
car les conditions de non-alignement sont des conditions ouvertes. On peut décrire I’'image
de ¢ plus précisément, par le lemme suivant :

Lemme 6.4. L’image de I’'immersion v est un espace homogeéne principal du schéma en
groupes PG L(3) via I’action canonique de PGL(3) sur (P?)*.

Démonstration. On note (PLO? PQ’O, P3707 P4’0) = ((1, 0, 0), (0, 1, O), (O, 0, 1)7 (1, 1, ].)) le
quadruplet de points en position générale canonique. On vérifie sans difficulté qu’il est
dans I’image de ¢.

Sig € PGL(3), 'image du quadruplet canonique (P o, P», P30, Ps) par I’action de
g est le quadruplet (g- P1 g, g- P20, 9 P50, 9 Pio). On voit facilement que ce dernier est
aussi dans I’image de ¢. Donc I’image de ¢ contient 1’orbite de (P o, Ps 0, P30, Pio) par
I’action de PGL(3).

Maintenant soit (P;, P, P3, P,) un point dans I’'image de ¢. On cherche a résoudre
le systeme d’équations g - Py = P;, @ = 1,2,3,4 par rapport a g dans PGL(3). Par
algebre linéaire élémentaire, on sait que la solution existe et est unique dans PGL(3),
donc I’action de PG'L(3) sur I’image de ¢ est libre et transitive, ce qui montre que cette
image est un espace homogene principal du groupe PG L(3). U

6.3. Intersection de droites dans P2,

On introduit maintenant 1’opération /, qui fait des manipulations au niveau matroidal
afin d’interpréter la situation d’intersection de deux droites dans P? dans la géométrie.

Rappelons qu’une S-droite de P? est un facteur direct de OF de rang 2. L'intersection
de deux droites distinctes est un faisceau inversible. On dit qu’une intersection de deux
droites est bonne s’il est libre, et alors c’est un point de P2, Dans le cas particulier ou
S = Spec R avec R un anneau local, comme tout R-module projective de type fini est
libre, toute intersection est bonne.

On s’intéresse a 1’opération suivante : étant donnés 4 points de P?, {A, B, C, D}, non
tous alignés, alors si 1’intersection est bonne, le point d’intersection des droites AB et
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C'D est unique et est noté (A, B,C, D). De plus, le point I(A, B, C, D) est uniquement
déterminé par la donnée de { A, B, C, D}.

_#I(AB.CD)

A «C
FIGURE 1. Intersection des droites AB et CD

En terme matroidal, cette construction s’exprime de facon suivante : soient V' un en-
semble fini contenant au moins 4 éléments {A, B,C, D} et m une FRPD sur V. On
prolonge 7 en une FRPD 7« sur V U {I}, avec 7'({I}) = 1, 7'({[,A,B}) = 2 et
7©'({I,C, D}) = 2. On a alors un morphisme de schémas

L(7',3) — L(m,3)
(A,B,C,D,[,"')'—)(A,B,C,D,"'),

qui induit une bijection entre les S-points pour les .S sur lesquels I’intersection est bonne.
Or si S = Spec R ou R est un anneau local, toute intersection est bonne. On en déduit
que le morphisme ci-dessus est un isomorphisme. On appelle cette opération 1’opération
1.

En fait, toutes les intersections dans la suite sont bonnes : comme on donnera explici-
tement les coordonnées, les vérifications sont automatiques.

Si on applique successivement 1’opération / a la FRPD 7 un nombre fini de fois, en
choisissant a chaque fois des quadruplets de sommets différents, on obtient un morphisme
de schémas L(7",3) — L(m, 3), qui reste un isomorphisme.

6.4. Addition et multiplication projectives.

Dans cette section on fixe 12 un anneau et tout le langage est relatif aux R-points.

On commence par le schéma L(m, 3) de la Section 6.2. On a vu que c’est un espace
homogene principal du groupe PGL(3). On peut donc se concentrer sur 1’étude d’un
quadruplet particulier (P o, P 0, P30, P1o) = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)) et de
regarder la fibre au-dessus de ce quadruplet.

On rajoute maintenant deux points X = (1,0,z) et Y = (1,0,y). Le lemme suivant
donne une construction géométrique qui reflete des opérations algébriques sur p et ¢, en
utilisant I’opération [ :

Lemme 6.5. En partant des points (P, o, Pa, Pso, P1o) et X et'Y, et en appliquant un
nombre fini de fois I’opération I, on peut construire les points (1,0, —z), (1,0, z + y) et
(1,0, xy) comme point d’intersection.

Démonstration. Les constructions des points (1, 0, z+y) (addition projective) et (1,0, zy)
(multiplication projective) sont illustrées respectivement par la Figure 2 et la Figure 3.



DENOMBRABILITE POLYNOMIALE DES HYPERSURFACES DE GRAPHE 43

Par exemple, pour 1’addition projective, on fait consécutivement les 4 opérations [ sui-
vantes :

]((0,0, 1), (1, 1, 1), (0, 1,0), (1,0,0)) = (1, 1,0)
]((1,0,1‘), (1, 1,0), (0,0, 1), (O, 1, 1)) = (0, 1, —l’),
I((laovy)’ (07 170)7 (0’07 1)7 (17 L, 1)) = (L 17y)7

1((0,1,—x),(1,1,y),(0,0,1),(1,0,0)) = (1,0, + y).

I1 est facile de vérifier que les intersections concernées sont toutes bonnes.
La construction de la multiplication projective est similaire. Dans la Figure 4, on construit
le point (1,0, —1) (ce qui ne nécessite pas les points X et ). L’opposé (1,0, —x) est alors

simplement la multiplication de p par —1. U
(0,1, —x)
U=(1,1,1)
X =(1,0,z)
Y =(1,0,y)
Z=(1,0,z+y)

(1,0,0) X  YZ (0,0, 1)

FIGURE 2. La construction de 1’addition projective

—_
o=
~—_——

N =<
a1
OQO

SIS
Q@\_/
SN—

NN~
= =
o
S
~—

(1,0,0) X (1,0,1) 2 Y (0,0,1)

FIGURE 3. La construction de la multiplication projective
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(1,0,—1)  (1,0,0) (0,0,1)

FIGURE 4. La construction du point (1,0, —1)

Comme I’addition, la multiplication et la négation engendrent 1’algebre des polyndmes
a coefficients dans Z, on a le corollaire suivant :

Corollaire 6.6. Soit n > 1 un entier. Soit f € Z[Xy,--- , X,] un polynéme a plusieurs
variables.

En partant des points (P, o, Pao, P30, Psp) et les n points (1,0,2;), 1 <i < n, eten
appliquant un nombre fini de fois ’opération I, on peut construire le point (1,0, f(x1, -+ ,x,))
comme point d’intersection.

6.5. Fin de la construction.

Comme dans I’énoncé du Théoreme 6.1, on suppose que X est un schéma affine de type
fini sur Z, que I’on peut supposer de la forme X = Spec (Z[ X1, -+, X,]/J), ot J est un
idéal de I’anneau affine noethérien Z[ X1, - - - , X,,]. L’idéal J est forcément engendré par
un nombre fini de polynémes, notés fi, - - - , f,,. On suppose, sans perte de généralité, que
I’entier n est minimal, i.e. chaque variable X; intervient dans au moins un des polynémes
fk- 14

Grosso modo, I’'idée est d’utiliser le Corollaire 6.6 : soit R un anneau, si on part des
R-points (P, P, P50, Py) et les n points (1,0, z;), ou les x; sont des variables for-

melles, le corollaire permet de construire les points (1,0, fx(z1,- -+ ,x,)) comme point
d’intersection. Si on impose ensuite les conditions (1,0, fx(z1, - ,z,)) = (1,0,0) pour
1 < k < m, on a des contraintes sur les x; données par fi(z1,---,x,) = 0, et alors

I’ensemble des (1,0, z;) est en bijection avec I’ensemble des R-points du schéma X.

Maintenant on passe a la construction proprement dite. On part de la FRPD 7 de la
Section 6.2, qui décrit les points P, P, Ps, P;. On rajoute n points ;, 1 < ¢ < n eton
prolonge 7y en une FRPD 7 sur I’ensemble { Py, P, Ps, Py, @1, -+ , Q. }, et on aimerait
avoir (); = (1,0, x;) dans la fibre sur (P, P, P30, Pio). Pour cela, comme les trois
points (1,0,0),(0,0,1) et (1,0, x;) sont alignés, avec (1,0, x;) # (0,0, 1), on est ramené
a rajouter les conditions

7T1({P1, P3> Qz}) =2, 71—1({P3, Qz}) =2

pour tout 1 < i < n. On a ainsi un morphisme de schémas L(m,3) — L(m,3). Au
niveau des R-points, dans la fibre au-dessus de (P, P, P30, P1o), les @Q; sont de la

14. Dans le cas contraire, X est le produit fibré d’un espace affine et d’un autre schéma, et on peut tres
bien prendre ce dernier a la place de X.
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forme (a;,0,b;) € P%, avec a; # 0. Le point (a;, 0, ;) s’écrit de la forme (1,0, ;) si
et seulement si a; est inversible dans 1’anneau R, mais a priori ce n’est pas toujours le
cas. On rajoutera des conditions ultérieurement et on verra qu’elles forcent les a; a étre
inversibles.

Malgré ce défaut, I’addition et la multiplication projectives de la Section 6.4 fonc-
tionnent, sous une forme légerement différente mais totalement naturelle. Par exemple,
dans I’addition projective, si on remplace les points (1,0, p) et (1,0,q) par (a,0,b) et
(¢,0,d) respectivement, alors on obtient a la fin le point (ac, 0,bc + ad) a la place de
(1,0, p+q) : comme regle, il suffit d’écrire p = g etqg = % comme des fractions formelles,
et de chasser les dénominateurs dans les coordonnées homogenes de tous les points.

On fait maintenant la construction d’intersection du Corollaire 6.6 pour tous les po-
lyndmes f;, : désignons S;, 1 < j < [ les points intermédiaires dans la construction,
et Ty, 1 < k < m les points correspondant aux points (1,0, fx(z1,--- ,2,)). On a un
prolongement de la FRPD 7; en une FRPD 75 sur I’ensemble

V:{P17P27P37P47Q1;"' 7Qn7517"' 7SI7T17“' 7Tm}

On a un morphisme de schémas L(my,3) — L(my, 3), qui est un isomorphisme.

En composant les deux morphismes précédents on obtient un morphisme L (7, 3) —
L(mo, 3). En chassant les dénominateurs dans les coordonnées homogenes, on a le résultat
suivant : au niveau des R-points, dans la fibre au-dessus de (P o, P, P50, Pio), les Ty

sont de la forme (gx(aq, - ,a,),0,hg(as, -+ ,an,, by, -+ ,b,)), ol hy est un polyndme et
gr est un mondme. Plus précisément, gy, est de la forme gi(ay, - - ,a,) = a;"* - an™",

ol les «; , sont dans N, et pour tout (i, k) tel que la variable x; intervient dans le polyndme
fe-onaa; > 1.

On passe maintenant a la derniére étape : il faut imposer les relations fi(z1,- -+ ,x,) =
0. On prolonge alors la FRPD 7, en une FRPD 73 sur le méme ensemble V', en rajoutant
les conditions

ms({P1, T }) =1
pour tout 1 < k < m. On a donc un morphisme de schémas L(m3,3) — L(,3), qui

est cette fois une immersion. En le composant avec le morphisme précédent L(my,3) —
L(mg, 3), on obtient un morphisme \ : L(w3,3) — L(m, 3).
Voyons ce que 1’on a obtenu : au niveau des R-points, dans la fibre de A\ au-dessus de

(P1,07 P270, ngo, p470), on obtient m égalltés

(gk(aly"' aan)a07 hk(ala"' 7an7b17"' 7bn)) = (17070)

. . » ., o «
En particulier, pour 1 < k£ < m, on a m égalités a; " ---a,”* = 1. Comme on a
1

supposé que chaque variable z; intervient dans au moins un des polyndmes f;, on en
déduit que tous les a; sont inversibles dans 1’anneau R, ce qui nous permet a nouveau
d’écrire les points ); sous la forme (1,0, x;). Et alors on a effectivement les contraintes
fr(z1, -+, z,) = 0pour 1 < k < m,ce quijustifie que la fibre au-dessus de (P o, 0, P50, Pio)
est isomorphe a I’ensemble des R-points du schéma X.

L’action du groupe PG L(3) sur L(7s3, 3) est libre. Comme le morphisme \ est compa-
tible avec cette action, les autres fibres s’obtiennent par cette méme action, et sont toutes
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isomorphes au schéma X . Et alors le morphisme A est une fibration de fibre X . Donc dans
le groupe GeoMot, on a I’égalité

[L(ms, 3)] = [X] [PGL(3)].

En ce qui concerne le schéma L(73,3), on a tout simplement 1’égalité [L(m3,3)] =
[X] [PGL(3)] [G,,] ™+, Comme les motifs [PGL(3)] et [G,,] sont dans le systéme
multiplicatif S, le Théoréme 6.1 en découle.

7. DISCUSSIONS ET PERSPECTIVES

7.1. Bilan.

On a vu qu’il existe une suite d’emboitements CMatroids C CGraphs, C CGraphs C
CMot, et on a montré que c’est en fait des égalités. On cherche maintenant un Y dont la
fonction de comptage est non polynomiale. Alors d’apres ce qu’on a vu, on a la démarche
suivante :

1) Trouver une une FRPD 7, avec la fonction | L(7, 3)| non polynomiale.

2) Ecrire la fonction |L(7, 3)| en combinaison linéaire des termes de la forme |.Jg|
suivant la Remarque 5.17, et en décuire un graphe G avec |.J¢| non polynomiale.

3) Ecrire cette fonction |Ji|en combinaison linéaire des |Z¢/|, |Zpgl|, - - , |Zpng|, ol
n est le nombre de sommets du graphe G, et en décuire un graphe G’ avec |Z/| non
polynomiale. Comme on a un isomorphisme Zg ~ X(pgro, on obtient | X(paryo| qui
n’est pas polynomiale.

4) Utiliser la Proposition 2.33 pour retrouver un Yy, qui convient.

Si on cherche a trouver un contre-exemple explicite avec cette méthode, une difficulté
majeure se situe dans I’étape 2), ol on obtient 4%%™(™) candidats pour |.J¢|. Prenons par
exemple le matroide de Fano, et soit 7 sa fonction de rang. Alors 7 est totalement définie
sur un ensemble de cardinal 7, donc on a #dom(w) = 27 = 128, et donc le nombre de
|Jo| devient 4128 = 2256 ce qui pose de la difficulté a les calculer explicitement. On a
donc intérét a trouver une FRPD 7 avec |L(7, 3)| non polynomiale, et telle que #dom(r)
soit le plus petit possible.

Remarque 7.1. Soient S un schémaet f € L(m, s)(S). Soit W un élément dans dom ()
tel que 7(W) = #W. Alors on peut facilement vérifier que pour tout sous-ensemble
W’ de W, la restriction de f a Fun(W’',s) est dans Fungy/ (W', s). Cela traduit le
fait que tout sous-ensemble d’un ensemble de vecteurs linéairement indépendants reste
linéairement indépendant. Donc il arrive que la valeur d’une FRPD en un ensemble puisse
se déduire de celles en les autres ensembles.

En fait, il y a une autre caractérisation des matroides par les "ensembles indépendants”,
qui par définition sont les TV tels que w(W) = #W, et qui sont maximaux au sens d’in-
clusion. Etant donné un ensemble fini V', la donnée d’un matroide sur V' est équivalente
a la donnée d’un ensemble d’ensembles indépendants, appelée une base. Par exemple
la base du matroide de Fano est de cardinal 28. Il sera donc intéressant de chercher un
matroide avec une base de cardinal petit, dont le schéma de représentations n’est pas
polynomialement dénombrable.
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Notons néanmoins que le probleme de déterminer les représentations sur des corps finis
d’un matroide donné est algorithmiquement difficile. Une possibilité de trouver une FRPD
convenable est de descendre une fonction | X| dans CMatroids via le Théoreme 6.1.
Dans la section suivante on étudie le comportement en général d’une fonction de comp-
tage.

7.2. Sur la fonction de comptage.

Dans cette section on discute sur la fonction de comptage. On I'interprete d’abord en
termes de cohomologie a support compact, avant de passer a des exemples de fonctions
de comptage non polynomiales.

Notations 7.2. Soient p un nombre premier. On fixe F~ une cloture algébrique du corps
fini I, et pour tout n > 1, on note IF,» I’'unique extension de degré n de FF,, dans F~,
et on note F' € Gal(F,~/F,) le morphisme de Frobenius géométrique, défini comme
I’inverse de I’application « > z?. Il induit un automorphisme sur tout schéma sur .

Soient [ un nombre premier différent de p, et ¥, un F~-schéma séparé de type fini.
Pour tout ¢ € N, on note H:(Y,~,Q;) la cohomologie étale [-adique a support compact,
qui est un Q;-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une action de F', et qui est trivial
pour i > 2dim Y. (Voir [Katz]) '

La célebre formule de trace de Lefschetz est I’énoncé suivant :

Théoréme 7.3 (Formule de trace de Lefschetz).
Soit Y un IF\-schéma séparé de dimension m. Alors pour tout n > 1, le nombre de
Fpn-points du schéma 'Y s’exprime par la somme alternée suivante :

2m
#HY (Fyr) = (=1)' Trace(F"H)Y @ Fpe, Q1)).
i=0
En particulier, soit X un schéma séparé de type fini sur Z, de dimension de Krull m,

alors la formule de trace de Lefschetz s’applique au F,-schéma X ® F,,. On sait donc
qu’il existe un nombre fini de nombres complexes «;;, valeurs propres de F, tels que
#X(Fpn) =30 (1) ;(ci;)". En faisant varier le nombre premier p, on obtient une
description de la fonction de comptage | X |.
Remarque 7.4. Soit Y un [F-schéma séparé de dimension m. On peut définir sa fonction
z€ta de Hasse-Weil comme

0 n
Cy(s) :==exp #Y]Fns_ e 1+ sQ]||s]].
(s) ; (Fpn) — [[s]]
Alors la formule de trace de Lefschetz est équivalente a 1’égalité suivante, qui exprime
la fonction zéta en un produit alterné de déterminants :
2m .
Gr(s) = [ [ det (1 = sFIHL(Y @ Fpeo, @)V
i=0
15. Notons que pour un schéma propre lisse, la cohomologie a support compact coincide avec la coho-
mologie étale usuelle.
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C’est une généralisation de la rationnalité de la fonction z€ta dans les conjectures de Weil.

Par la formule de trace de Lefschetz on a une connaissance théorique sur la fonction de
comptage. Maintenant on donne des exemples non polynomiaux. Un premier exemple est
le schéma afiine X = Spec (Z/pZ[T1]), qui est un sous-schéma fermé de la droite affine,
avec p un nombre premier. Alors pour tout ¢ € Q on a

4X(F) =0 Sip g
1 sinon.
C’est un exemple non polynomial, mais peu significatif car la fonction est quasi-polynomiale,
au sens ou elle est polynomiale sauf sur la caractéristique p. En général les exemples inté-
ressants sont tels que méme si on regarde la fonction de comptage en dehors d’un nombre
fini de caractéristiques ' , la fonction n’est pas polynomiale.

Un autre exemple bien connu est le suivant : soit X un modele sur Z d’une courbe
elliptique sur Q. D’apres les conjectures de Weil (le théoréeme dans ce cas étant dil a
Hasse), pour tout nombre premier p, il existe un nombre complexe o de norme /p qui est
quadratique sur Q, tel que pour toutn € N, on a | X|(p") =1 — o™ — @™ + p", ol & est
le complexe conjugué de .. La fonction | X | n’est donc clairement pas polynomiale. '’

De facon similaire, si on prend a la place X un modele sur Z d’une courbe projective sur

Q de genre g, alors pour tout nombre premier p, il existe g nombres complexes ay, - - - , oy
de norme /p algébriques sur Q, tel que pour toutn € N,ona [X|[(p") =1 -39, af —

En dimension supérieure, I’exemple d’un schéma abélien généralise 1I’exemple précé-
dent : soit X est un schéma abélien sur Z de dimension relative g. Pour tout nombre
premier p, le schéma X ® I, est une variété abélienne sur [F,, de dimension g, et il existe g
nombres complexes oy, - - - , oy de norme ,/p algébriques sur Q, tel que pour tout n € N,

— g =
ona |X[(p") = [T (1 — af)(1 — a5").

7.3. Motifs et périodes.

Lorigine de la Conjecture 1.4 de Kontsevich est dans 1’étude de la nature arithmé-
tique d’un probleme de la théorie quantique des champs. On regarde maintenant un type
particulier de graphes :

Définition 7.5. Soit G un graphe connexe dont E est I’ensemble des arétes. On dit que
G est convergent si le nombre d’arétes de G est strictement supérieur a deux fois le
premier nombre de Betti, i.e. si on a #E > 2b)(G). On dit que G est primitif divergent
si #E = 2b,(G) et que tout sous-graphe strict connexe de G est convergent.

La terminologie provient de la convergence d’une intégrale de Feynman. Un graphe
primitif divergent est "minimal" parmi les graphes non convergents. Par exemple si G est

16. Celles-ci correspondent a un nombre fini de places finies de mauvaise réduction.

17. Si on veut aller plus loin, par le "Modularity theorem", la fonction de comptage de X s’exprime en
fonction des coefficients de Fourier d’une certaine forme modulaire de poids 2 de niveau /V, ou I’entier N
s’appelle le conducteur de X.
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un cycle de longueur n, alors si on y ajoute un apex, le graphe G*, 1a "roue 4 n rayons" '8,

est primitif divergent.

Soit GG un graphe primitif divergent avec 2n arétes. On numérote eq, - - - , ey, les arétes,
et pour tout 1 < ¢ < 2n on note z; une variable formelle correspondant a I’aréte e;.
Rappelons que I’on a défini le polyndme Py = ) . HeéT Ze, OU la somme est portée sur
I’ensemble des arbres couvrants de G.

On s’intéresse a I’intégrale convergente suivante

. T8
ot 0 C P> 1(R) est I’ensemble des points dont les coordonnées homogenes sont toutes
positives, et Q¢ est la (2n—1)-forme différentielle Zfﬁl (—=1)ix; day A- - AdaA- - -Adzg,.
Notons que I'intégrande de I est une forme différentielle définie sur PY(;, le lieu de non-
annulation du polyndme homogene Py dans P21, 11 est en général difficile de calculer
explicitement le nombre réel I, mais il se trouve que dans des exemples ou celui-ci est

calculé, c’est une combinaison linéaire a coefficients rationnels des nombres multizétas
(MZVs), qui sont des nombres réels définis, pour des entiers s; > 2 et s; > 1, par la série

C(s) = C(s1,82,  ,s8) = Z ! o

51,,52
ni>ng>-->np>1 1772 k

Iq

Une approche naturelle est d’interpréter le nombre réel /; comme une période en géo-
métrie algébrique, qui est donné par I’accouplement entre un élément de la cohomologie
de de Rham et un élément de I’homologie de Betti. Via une construction par des éclate-
ments (voir [Bloch-Esnault-Kreimer], Proposition 7.3), on peut définir le motif du graphe
mq comme un certain groupe de cohomologie relative en degré 2n — 1, de sorte que le
nombre [ en est une période.

Une question qui se pose alors est de savoir si la structure de Hodge mixte relative
sous-jacente de m; est toujours de Tate mixte (i.e. n’a que des morceaux de type (p,p)).
D’une part, par les conjectures standard sur les motifs de Tate mixtes, cette question est
reliée au lien entre la période I est les MZVs. Et d’autre part, la philosophie derriere la
Conjecture 1.4 sur la dénombrabilité polynomiale du schéma Y (ou de maniere équiva-
lente de PY(;) provient de cette question, par la théorie des motifs de Tate mixtes.

Avec le Théoreme 1.7, on sait que les fonctions |Y¢| sont assez génériques, ce qui
permet de donner de I’information sur leurs cohomologies par la formule de trace de
Lefschetz. Néanmoins cela ne suffit pas pour répondre a la question précédente. On espere
en tout cas que I’étude d’un contre-exemple explicite de la Conjecture 1.4 pourra aider a
mieux connaitre la structure des motifs mg.
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